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Coupling of Vibrational Degrees of Freedom to the Coordinate of Intramolecular Rearrangements

Intramolecular rearrangements A ^  B are investigated, which can be described in terms of the 
motion of an effective quantum mechanical "particle" on an energy surface with at least two 
minima. We regard the energy surface as a function of a limited number of relevant internal 
degrees of freedom. The rate of isomerization is calculated from the matrix elements of a transition 
operator W with respect to the localized quantum states of the two isomers, and the coupling to 
the inter- and intramolecular degrees of freedom, not explizitely considered in the energy surface. 
It is shown that the matrixelements of W be reduced to integrals over functions of the adiabatic 
reaction coordinate of the isomerization, and selection rules for the vibrational quantum numbers 
for the motion perpendicular to this coordinate. The degrees of freedom not relevant for the reac­
tion are summarily taken into account by introducing a heath bath in thermodynamic equilibrium 
and a simple damping term. Applications are discussed.

I. Einleitung

Moleküle oder langlebige Zwischenkomplexe, die 
sich durch mehr als eine mehr oder weniger stabile 
Struktur auszeichnen, sind in den letzten Jahren zu­
nehmend zum Gegenstand von Untersuchungen ge­
wählt worden. Besonderes Interesse galt dabei der 
Umlagerungsgeschwindigkeit zwischen den „Struk­
turisomeren" und der Ermittlung des Umwand­
lungsmechanismus. Beispiele für solche direkten Iso- 
merisationsprozesse sind viele reguläre Umordnun- 
gen in Molekülen mit flexiblem G erü s tD azu  ge­
hören etwa die Inversionen von Molekülen und 
Molekülresten2' 3 (Beispiel I, II), die Pseudorota- 
tion und Turnstile-Rotation trigonal bipyramidaler 
Molekülzentren4-7 (Beispiel III —IV), gehinderte 
Rotationen von Molekülresten um Bindungsachsen2'8 
(Beispiel V —VI) sowie Pseudorotationen der „ring- 
puckering"-Amplituden in Ringsystemen 8' 9. Große 
Aufmerksamkeit galt auch den Umlagerungen zwi­
schen den protomeren Grenzstrukturen Wasserstoff- 
brückengebundener Komplexe10>11 (Beispiel VII 
bis VIII). In einer Reihe obengenannter Beispiele 
ist eine Abschätzung der Umlagerungsgeschwindig­
keit bzw. Umlagerungsfrequenz in Abhängigkeit von
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der Temperatur aus der Analyse der Bandenstruk­
tur von NMR-Spektren2' 5 und aus Mikrowellen­
untersuchungen 8' 12 oder anderen spektroskopischen 
Daten2 möglich, in Einzelfällen, wo die Umlage- 
rung in einem Zwischenkomplex einer Reaktions­
kette (siehe Beispiel IV) stattfindet, ergibt sich 
diese Reaktionsrate durch Vergleich mit Analog­
reaktionen 6 oder durch direkte Messungen2. Eine 
detaillierte Kenntnis der Übergangsmechanismen 
vermitteln diese Messungen jedoch in der Regel 
nicht.

Allen obengenannten Beispielen ist gemeinsam, 
daß sie sich durch reguläre Prozesse7 beschreiben 
lassen, d. h., daß sie ohne Öffnung oder Neuknüp- 
fung von Bindungen ablaufen können. Wenn wir 
einmal von eventuell auftretenden Energieentartun­
gen des Elektronensystems absehen, lassen sich die 
beschriebenen Umlagerungen klassisch gesehen als 
Bewegung eines Massenpunktes auf einer vieldimen- 
sionalen Energiefläche, die eine Funktion der Kern­
koordinaten ist, darstellen. Diese Energiefläche ist 
experimentell, etwa durch Normalschwingungsana­
lysen, nur in der Umgebung der Gleichgewichts­
konfigurationen zugänglich. Durch die rasch zuneh­
mende Leistungsfähigkeit elektronischer Datenver­
arbeitungsanlagen ist es möglich, durch die Berech­
nung der elektronischen Energie eines Systems als 
Funktion der Kernkoordinaten bzw. eines Teils die-
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ser Koordinaten Aussagen darüber zu gewinnen, 
über welchen „Übergangszustand" (bzw. Über- 
gangszustände) eine Umlagerung von einer in eine 
andere Struktur stattfinden kann. Gruppentheore­
tische Überlegungen können dazu verwendet wer­
den, die Zahl der Rechnungen durch Vorauswahl 
sinnvoller Übergangsstrukturen drastisch einzu­
schränken 7. Die Ergebnisse dieser Rechnungen 
und die experimentell ermittelten Kenntnisse über 
Teile der Energiefläche lassen sich jedoch nicht di-
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Abb. 1. Beispiele für intramolekulare Umlagerungen: Inver­
sion I —II 2> 3. Pseudorotation III a, IV 5-7>15 und Turnstile- 
(„Drehkreuz"-) Rotationen III b trigonal bipyramidaler Mole­
küle; gehinderte Rotationen V — Vi®'41' 42 sowie Protonen- 
umlagerungen VII —VIII10' 11' 44. (Das Dimer der Ameisen­

säure wird hier als ein molekulares System aufgefaßt.)

rekt mit den kinetischen Daten vergleichen, da auf 
der einen Seite den Informationen über das Mole­
külsystem bei festgehaltenem Kerngerüst anderer­
seits Aussagen über das dynamischen Verhalten 
gegenüberstehen.

In früheren Arbeiten 13-15 wurde die Geschwin­
digkeit spontaner intramolekularer Umlagerungen 
aus der Resonanz von eindimensionalen Quanten- 
zuständen, die verschiedenen Isomeren, etwa A und 
B, zugeordnet sind, abgeschätzt. Diese Abschätzung 
läßt sich auf mehrdimensionale Modelle übertragen, 
solange einerseits die Termdichte für die entspre­
chenden Quantenzustände nicht zu groß wird und 
zum anderen die Wechselwirkung mit den nicht- 
berücksichtigten Freiheitsgraden des Systems ver­
nachlässigt werden kann. Diese letzte Bedingung ist 
jedoch in vielen Fällen nicht erfüllt, so daß im Prin­
zip eine sehr große Zahl von Freiheitsgraden für die 
Lösung der mikroskopischen Bewegungsgleichungen 
herangezogen werden muß. Verzichtet man durch 
Vergröberung (coarse-graining) auf einen Teil der 
in den mikroskopischen Gleichungen enthaltenen In­
formation, dann ergibt sich für die Zeitabhängigkeit



der Umlagerung zwischen den Isomeren eine im all­
gemeinen nichtmarkoffsche Bewegungsgleichung, de­
ren explizite Form davon abhängt, ob die Vergröbe­
rung auf alle Freiheitsgrade — wie in den Arbeiten 
von Hofacker 16 und Rösch 17' 18 — den gleichen Ein­
fluß hat, oder ob die Freiheitsgrade unterschiedliche 
Behandlung erfahren 19. Irreversibles Verhalten er­
gibt sich auch dann, wenn man statt der genannten 
Vergröberung eine Zeitglättung durchführt, die etwa 
der Mitteilung über Zeiträume entspricht, die zur 
Messung der chemischen Isomeren notwendig sind20. 
Vergröberung und Zeitglättung lassen sich dadurch 
umgehen, daß man die Isomerisation mit den Me­
thoden der Transporttheorie und des Kubo-Forma- 
lismus behandelt17' 21. Dies Verfahren wurde etwa 
mit Erfolg zur Beschreibung strahlungsloser Über­
gänge 22 in Molekülen, Protonenübergängen in sym­
metrischen Wasserstoffbrückenbindungen 17 und der 
Dipolumlagerungen in Festkörpern23 angewendet. 
Im folgenden wird ein Modell untersucht, bei dem 
die Umlagerung zwischen den Isomeren A und B in 
erster Näherung zu beschreiben ist als Bewegung 
eines quantenmechanischen „Teilchens" auf einer 
Energiehyperfläche, die von einer begrenzten An­
zahl innerer Freiheitsgrade R des molekularen 
Systems abhängt. Diese Energiehyperfläche (Poten­
tial für die Kernbewegung) möge zwei Minima, die 
durch eine Rinne untereinander über einen Sattel­
punkt verbunden sind, aufweisen (siehe Abbil­
dung 2).

Abb. 2. Reaktionspotential für intramolekulare Umlagerun- 
gen in Höhenliniendarstellung mit Angabe der Reaktions­
koordinate X und dazu senkrechter Schwingungskoordinate 
(als Koordinatennetz) ; A, B: Minima der Mulden (A) bzw.

(B), Sp: Sattelpunkt (schematisch).

Die Zeitabhängigkeit möge einerseits durch die 
mikroskopischen Bewegungsgleichungen für die den 
inneren Freiheitsgraden entsprechenden Zustände, 
zum anderen von der Kopplung dieser Zustände an 
die verbleibenden Freiheitsgrade abhängen. Die 
„äußeren" Freiheitsgrade werden dabei lediglich 
durch stationäre makroskopische Variablen charak­

terisiert 19' 24. Die Vergröberung erstreckt sich so­
mit im Gegensatz zu obengenannten Modellen 16-19 
nur auf die „äußeren" Freiheitsgrade. Ausgehend 
von einer generalisierten Mastergleichung, die von 
Emch und Sewell 24 für „offene" Systeme aufgestellt 
wurde, wird unter Annahme einiger vereinfachender 
Näherungen eine kinetische Gleichung abgeleitet, 
mit der einerseits das gedämpfte Verhalten des 
Systems aufgrund der dissipativen Wirkung der 
äußeren Freiheitsgrade, zum anderen jedoch auch 
die in den inneren Freiheitsgraden auftretenden 
Resonanzen beschrieben werden können.

Durch Entwicklung des Potentials (für die Kern­
bewegung in Abhängigkeit von den Koordinaten 
der inneren Freiheitsgrade) entlang der „Reak­
tionskoordinate" wird eine Quasiseparation zwi­
schen der adiabatischen Reaktionskoordinate und 
den anderen Freiheitsgraden erreicht 25_29. Ausge­
hend von obigem dynamischen Modell für die Be­
wegung des Systems hin zum Gleichgewicht wird 
untersucht, welchen Einfluß die Ankopplung der 
restlichen Freiheitsgrade an die Reaktionskoordi­
nate sowie die Krümmung dieser Koordinate auf 
die Geschwindigkeit der Umlagerung hat.

II. Klassifizierung der Isomeren

Wir gehen aus von einem gebundenen molekula­
ren System von Atomen und nehmen an, daß die 
Zustände des Elektronensystems und die der Kern­
bewegungen durch voneinander unabhängige Mes­
sungen bestimmt wrerden können. Wir beschränken 
uns auf ein Modell, bei dem sich aus den Kernen 
zwei chemische Isomere A und B bilden lassen, die 
sich durch eine voneinander verschiedene Kern­
anordnung auszeichnen. Eine Umlagerung zwischen 
A und B möge ohne Änderung der Elektronenquan- 
tenzahl des Systems und damit auch ohne Auflösung 
des gebundenen Zustands der Kerne möglich sein. 
Weiterhin nehmen wir an, daß nur ein kleiner Teil 
der inneren Freiheitsgrade des Systems für die Iso­
merisation relevant ist, so daß allein die Angabe der 
dieser Freiheitsgrade entsprechenden Koordinaten 
für eine Charakterisierung der Spezies A und B aus­
reicht. Wir bezeichnen die Menge der für die Reak­
tion relevanten inneren Freiheitsgrade mit {R}, die 
der verbleibenden Freiheitsgrade des Moleküls (in­
klusive der Translations- und Rotationsfreiheits- 
grade) mit {R} und der äußeren Freiheitsgrade 
(Lösungsmittel-, Nachbarmoleküle) zusammenfas­
send mit {X'}. Da die Aufteilung der Freiheits-



grade in {R}, {R} und {X'} im Hinblick auf eine 
eindeutige Charakterisierung der isomeren Spezies 
vorgenommen wurde, reicht es aus, analog zu Gol­
den 30 und Hofacker16 Klassifizierungsoperatoren 
Pa und Pb zur Beschreibung der Isomeren A und B 
zu definieren, die nur auf die Freiheitsgrade {R} 
wirken. Diese Operatoren mögen simultan meßbar 
sein, d. h. [Pa, Pb] =0. Aus Gründen der Vollstän­
digkeit definieren wir einen dritten Klassifikations­
operator Pc , der zu denjenigen Messungen gehört, 
die sich keiner der Konfigurationen A oder B zu­
ordnen lassen. Der Satz PA Pb » Pc kann immer so 
gewählt werden, daß die Operatoren Minimalele­
mente einer Boolschen Algebra sind30, d. h. daß 
gilt

p ipk = p i öik (mit i, & = A, B, C) 

Pa + Pb + Pc = 7r (2.1)
mit dem Identitätsoperator . Die Projektionsope­
ratoren Pa , Pb und Pc vertauschen im allgemeinen 
nicht mit dem Hamilton-Operator !Hr für die Kern­
bewegung des „inneren" Systems. Unter Verwen­
dung von Gin. (2.1) läßt sich der Hamilton-Opera- 
tor !Hr  zerlegen in

V R = (Pa + Pb + Pc) (PA + PB + Pc) 
= PaWr Pa + P b ^ rP b + P c^ H rP c  + 'W 
= + + (2.2)

mit dem Operator

p b + Pb W rPa + P a^ R P c  
+ PC ^ r  Pa + PB H r Pc + Pc ̂ r  Pb . (2.3)

Die Messung der Energie des molekularen Systems 
innerhalb eines Zeitraumes, der kurz ist gegenüber 
der Zeit, in der sich die Konfiguranten wesentlich 
ändern, können aufgefaßt werden als Messung der 
Operatoren TT a , jHb bzw. J~lq mit den Eigenschaf­
ten 16

[ ^ i ,P i ] = 0  (i = A, B, C) . (2.4)

Bei Vernachlässigung der Wechselwirkung zwisclien 
„inneren" und äußeren Freiheitsgraden ist der Ope­
rator W für den Übergang zwischen den isomeren 
Strukturen verantwortlich.

Die Eigenfunktionen | cp/1), |9?jB) und I?5«0) der 
Operatoren J^a » ^ b  und Tic sind entweder einer 
der Isomeren A bzw. B oder keiner der beiden 
(!Hc) zuzuordnen. Diese Zuordnung ist derart, daß 
die Struktur A vorliegt, wenn das System durch den

Quantenzustand \<PiA) beschrieben wird. Für die 
Projektoren PA, Pb und Pc gilt wegen Gl. (2.4)

P ;| 9V>=<5J9V> 1 (2>5)
pi = A, B, C:(5;./t: Kronecker Symbol) | '

Da die Operatoren JiA und im allgemeinen nicht 
mit U r vertauschen (möglicherweise im Gegensatz 
zu Wc), sind die Zustände \ y>iA) und \q>iB) quasi­
stationär bzw. virtuelle Zustände im Raum der Frei­
heitsgrade {R}. Eine eindeutige Festlegung der 
Projektoren Pa, Pb und Pc ist im allgemeinen un­
möglich; bei der expliziten Konstruktion spielen 
pragmatische Gesichtspunkte eine Rolle. Der Defini­
tionsspielraum ist jedoch dadurch eingeengt, daß 
makroskopische Erwartungswerte unabhängig sein 
müssen von der speziell getroffenen Wahl. Das schon 
früher untersuchte Modell13,31 für die Bewegung 
eines Teilchens im eindimensionalen Doppelmini­
mumpotential läßt sich ohne Schwierigkeiten auf 
den Raum {R} erweitern, wie an den unten behan­
delten Fällen gezeigt werden soll.

III. Zustände nullter Ordnung, 
physikalischer und chemischer Störoperator

Wir wollen unsere Betrachtungen zunächst auf 
den Raum der Freiheitsgrade {R} beschränken. Wir 
legen einen Satz von Zuständen {jA;),|Bi)} im 
entsprechenden Hilbert-Raum zugrunde und for­
dern, daß
(1) sich diese Zustände eindeutig einer der iso­

meren Strukturen A oder B zuordnen lassen,
(2) die Zustände des Satzes paarweise orthonormal 

sind,
(3) die jAj) und |B,) näherungsweise Eigenzu­

stände von Tf0 = jHa + J^b sind, Abweichungen 
im Sinne der Störungsrechnung als klein an­
zusehen sind,

(4) die NichtVollständigkeit des Satzes {|Af),|B;-)} 
auf alle folgenden Betrachtungen keinen bzw. 
vernachlässigbaren Einfluß hat, d. h., daß gilt

~  2  |A j)(A j|+  2  • (3.1)
i i

Die Forderungen (1) und (2) lassen sich verhält­
nismäßig einfach erfüllen 13' 31. Beschränken wir uns 
auf die unteren Energiezustände, dann dürfte auch 
die Forderung (4) hinreichend gut zu erfüllen sein. 
Die Forderung (3) ist sicherlich nicht allgemein 
gültig. Wir werden uns jedoch auf Modelle beschrän­
ken, für die (3) gilt.



Die Funktionen jA, ) und | Bj) sind Eigenfunk­
tionen des Hamilton-Operators

2 ( |A i)£ iA(Ai | + |B i-)£l-B{Bi |) ,  (3.2) 
i

wobei EiA und Ep in guter Näherung mit den 
Eigenwerten von 7iA bzw. J~lB übereinstimmen mö­
gen. Auf die explizite Berechnung dieser Energien 
werden wir an späterer Stelle zurückkommen. Nach 
Forderung (1) sind die Projektoren PA und Pg dia­
gonal in bezug auf die gewählte Basis und vertau­
schen damit J^o'. Für den Hamilton-Operator 
iH = !HR des Systems Gl. (2.2) erhalten wir

(3.3)

(3.4)

mit

/UV

und

w c= 2 { |A #,)IT i?(B r | + |B „ > ir^  (A,,|} ,
/IV

JFAB= ( A J H |B V) . (3.5)

IV. Zeitliche Entwicklung des Systems

A) Mastergleichung für den reduzierten 
Dichteoperator

Im folgenden soll davon ausgegangen werden, 
daß die für die Umlagerung A ^  B (bzw. A + M 
^  B + M) chemisch relevante Information über das 
betrachtete System sich durch einen reduzierten 
Dichteoperator a =  <j(/) beschreiben läßt, der nur 
auf die inneren Freiheitsgrade {R} des Systems 
wirkt. Die allgemeine Form der Bewegungsglei­
chung für diesen Operator ist gegeben durch die 
Master-Gleichung

d a(t) 
dt

= a (*)]+ r [ a ]  (4.1)

mit dem Hamilton-Operator H  = !HR und dem Re- 
laxationsterm 7"" [er]. Während der erste Term in 
Gl. (4.1) die periodische Bewegung beschreibt, die 
das System ausführt, wenn keine Wechselwirkung 
mit der Umgebung berücksichtigt wird, bewirkt der 
Relaxationsterm ein irreversibles Verhalten
der durch er beschriebenen statistischen Gesamtheit. 
Die Dämpfung des Systems wird durch die Kopp­
lung der relevanten inneren Freiheitsgrade an das 
„intramolekulare" Wärmebad {R} einerseits und an

die intermolekularen Freiheitsgrade {X'} anderer­
seits bewirkt. Von einer Reihe von Autoren 16' 20' 24 
wurden Mastergleichungen für Systeme abgeleitet, 
für die eine Aufteilung in „relevante" und „nicht­
relevante" Freiheitsgrade möglich ist. Wir fassen im 
folgenden alle nichtrelevanten Freiheitsgrade in der 
Menge {X} zusammen und nennen {X} das Wärme­
bad. Wir gehen weiterhin davon aus, daß zu einer 
bestimmten Anfangszeit sowohl das System {R} 
(abhängig von den relevanten Freiheitsgraden) und 
das Wärmebad unabhängig voneinander präpariert 
werden können. Die Präparation von {X} möge 
etwa durch Messung eines Satzes von makroskopi­
schen Variablen, welche Konstanten der Bewegung 
sind, feststellbar sein. Die Kopplung zwischen R 
und X möge nun derart sein, daß einerseits die 
makroskopischen Variablen des Wärmebades sich 
zeitlich nicht ändern, die Zeitentwicklung von R je­
doch zum Teil von der Kopplung zwischen X und 
R abhängt. Der Hamilton-Operator für das Gesamt­
system (System + Wärmebad) läßt sich allgemein in 
der Form

^tot =  ̂ Hr + !HX + !HW (4.2)
darstellen, wobei die Operatoren und !HX ein­
fache Tensorprodukte sind:

:Hr = jx (x) :Hr  , j i x = ® Jr (4.3)

und für den Wechselwirkungsoperator !Hw gilt 24 

^ w  = / d r x / d r RF ( r x , r R)7x(rx) <g> JR(rR) . (4.4)
{X} {R}

Dabei bedeuten !HR der Hamilton-Operator, der auf 
die relevanten Freiheitsgrade wirkt, und !HX der 
Hamilton-Operator für die Zustände des Wärme­
bades, 7r  und Jx sind Identitätsoperatoren, die in 
dem Hilbert-Raum wirken, der durch die Eigenzu­
stände von !Hr  bzw. Hx aufgespannt wird. Die 
Operatoren Jx(rX) und 7R(rR) sind im allgemeinen 
Funktionen von Erzeugungs- und Vernichtungsope­
ratoren für die „Teilchen" des Wärmebades und des 
Systems R; rx und rR sind jeweils die Gesamtheit 
der Koordinaten im Konfigurationsraum von 
Wärmebad und System.

Bezeichnen wir mit den Hilbert-Raum, der 
durch die Eigenzustände von Ĥtot aufgespannt wird, 
und mit 8 den zugehörigen Lioville-Raum, dann 
läßt sich die Beschränkung der Aussagen über das 
Wärmebad auf makroskopische Konstanten der Be­
wegung durch einen Projektionsoperator G beschrei­
ben, der auf einen Unterraum des Lioville-Raumes



wirkt und durch Vergröberung alle nichtmakro­
skopischen Aussagen über X herausmittelt24.

Die Wirkung von G auf den Dichteoperator p
des Gesamtsystems ist somit gegeben durch

GP =  Px(0) ®  ff (t) (4.5)
mit dem reduzierten Dichteoperator ff(*) für die 
Bewegung des an das Wärmebad gekoppelten Sy­
stems. Unter Verwendung von Projektionsoperato­
ren im Lioville-Raum21' 32 wurde von Emch und 
Sewell24 eine allgemeine Mastergleichung für die 
Zeitabhängigkeit des reduzierten Dichteoperators 
hergeleitet. Ähnliche Gleichungen wurden auch von 
anderen Autoren16-19 teilweise jedoch unter größe­
ren Einschränkungen abgeleitet. Anstelle von Gl. 
(4.1) ergibt sich die Bewegungsgleichung 24

* +*•!_&)<(«) = — /  df' Kr  ( t - t ') c ( t ')  = T [a].

(4.6)
Der Lioville-Operator Leff ist durch die Operator­
gleichung

LeRff0 = ( L R + L ^ ) 0 = [ ^ R + W , 0 ]  (4.7)
mit

W  = /d /-RTRx{ox(0 ) /d rx F (rx , rR)J x (rx)} 
{R> {X}

•7r(/-R) (4.8)
definiert, wobei TRx andeuten soll, daß die Spur 
die Zustände des Wärmebads zu bilden ist. Für den 
Integralkern KR(«) gilt 24

Kr (T) ff = T R x {UR(T)LW (T)T (4.9)

• exp [ — i f  dt' Q Lw MV QX(0) ®  ff} 
0

mit dem Lioville-Operator Lw, für den analog zu 
Gl. (4.7) gilt 24

Lw(Ox ®  0 R) =CHw,Ox ® Or]
= / d r x / d r RF (rx , r R) {Jx (rx)-O x (4.10)
{X} {R}

® ÖR(rR), Or] + [Jx(rx). Ox] ®  0 R-JR(rR)} 

und den Beziehungen
Lw( i ) - U 0( - f ) L w U0(i)f (4.11)

U0(t) = exp( — i(Lx + Lr ) t ) , (4.12)

UR (t) = exp ( — i Lr  t) = 7X® exp ( -  i Lr  t) . (4.13)

Für den zeitgeordneten Produktoperator in Gl. (4.9) 
findet man mit

und den Identitätsoperator I im Lioville-Raum

T exp { —ifd t 'Q  Lw (tr) Q} 
o

= I -  i Q / dt' Lw(«') Q - Q /d « '/ d t "  Lw( 0
0 0 0

QLw(f")Q + n-------= l + Q M (i)Q . (4.15)

Der letzte Term in Gl. (4.15) beschreibt die Fluk­
tuationen des Wärmebades, d. h. die Abweichungen 
seines zeitlichen Verhaltens von der durch makro­
skopische Variablen beschriebenen stationären Ge­
samtheit.

Vernachlässigen wir in Gl. (4.15) diesen Term, 
dann ergibt sich für den Relaxationsterm -T nach 
Gin. (4.6) und (4.9)*:

r [ a ]  = - /d * 'T R x 
o

* {Ur (f — t )  Lw (t — t') Lw px (0) ®  ff (0 }  

= - /  d te - fJ?»r TRx {cfJ?I»
o

•[W w ,e-i io I [Hw,Px(0) (4.16)
® ff (f/)]efor]e" i ^ or}e,' ^ ltr

mit = + (4.17)

Gehen wir über ins Wechselwirkungsbild, dann wird 
mit

Hw (t) = e' JKW e~iJ?ot (4.18) 

für den Dämpfungsterm

r[o * ]  = - / d i T R x  (419)

• {[Kv (0 , [ H w « - t ) ,p x ( 0 ) ®  o * « )]]}  ■
Wir beschränken uns auf den Fall, wo für die Zeit­
entwicklung des reduzierten Dichteoperators inner­
halb der interessierenden Zeitskala nur endlich viele 
Eigenzustände (etwa N) von Hr bzw. des effektiven 
Hamilton-Operators 34eff = TiR -f FRW [siehe Gl. 
(4.7)] merklichen Einfluß haben. Unter der Vor­
aussetzung, daß die Korrelationszeit sehr kurz ist 
und das Wärmebad sich im thermodynamischen 
Gleichgewicht

?x (0 )= Q x exV ( - ß U x) ,ß = l /k T  1 
ß X- 1 = TRx (exp{-/?W x}) | (4.20)

* Anm. der Redaktion: Aus drucktechnischen Gründen 
mußten im Text (!H) und im Exponenten (Jf) verschie­
dene Typen für den Hamilton-Operator verwendet wer­
den.



befindet, läßt sich r [ a * ]  vereinfachen
+00

r [ f f #] « - i / d r ß x TRx (4.21)—00
•{[Äw (0 . [Ww ( t - r ) ,e - f i * '®  G* («)]]}.

Daraus wird mit den einschränkenden Bedingun­
gen 34

I/* -H r|< £ i, 1
< 7 * - l / A |< l , j  (4.22)

(f),- 00
[Äw ( 0 ,  h  ® (<y* -  ff0) ] ] ® U  (4-23) 
und damit

+ 00 _
T [a ] = -K Q x T R x { M '[H wW,

—00
I-e-i >R(«-ng5w (j')c*J?E(«-«'), (4.24)

mit dem reduzierten Gleichgewichtsdichteoperator
o0 = ÜRe ~ ^ ,  ß R- i= T R R(e -^ « )  . (4.25) 

In dieser Näherung bewirkt somit die Kopplung des 
Systems R an das Wärmebad X, daß das System 
zum partiellen thermodynamischen Gleichgewicht 
hin gedämpft wird. Die Gültigkeit von Gl. (4.25) 
hängt einerseits davon ab, ob die Ungleichung (4.22) 
erfüllt ist, zum anderen jedoch auch davon, ob die 
Matrixelemente von !Hw in bezug auf die Zustände 
des Wärmebades eine hinreichend langsam ver­
änderliche Funktion sind. Wir werden an dieser 
Stelle und im folgenden vom Dämpfungsterm Gl. 
(4.24) ausgehen, da der Schwerpunkt dieser Arbeit 
nicht darauf gelegt ist, Eigenschaften des Wärme­
bades explizit zu untersuchen. Es soll vielmehr zu­
nächst der Einfluß der Form von J-[eff auf die Ge­
schwindigkeit von intramolekularen Umlagerungen 
ermittelt werden. Zu diesem Zweck reicht eine rela­
tiv pauschale Behandlung der Dämpfung in den 
meisten Fällen aus. An anderer Stelle soll auf eine 
detaillierte Behandlung des Relaxationsterms ein­
gegangen werden 35.

Die einfachste Form eines Wechselwirkungsterms 
ist gegeben durch

= WR. (4.26)
Damit wird aus Gl. (4.24)

r M  = - i f d t 'g l t - t ' )  (42?)

[ » „ [ e - " ' « - '') W r e< ■**«!<"<•>, <7 -  o0] ]
mit
g ( t -  0  = T Rx CWx «) ( 0  e -f 

= ß x 2  2 e i(' - n ( ' - r ) |( / l 'W x |/ />|2 e-Pt (4.28) 
f r

wobei |/) und \ f )  Eigenzustände von !Hx mit den 
Eigenwerten / und f  sein mögen.

Wegen der hohen Termdichte im Wärmebad kön­
nen wir die Summationen in Gl. (4.28) durch Inte­
gration ersetzen und erhalten für die Korrelations­
funktion

g(T )= Q x+fd fD (f)e -V
- oc 

+ oo
■ /  d/' (/') ei(J ~ |  ( / 1 TVX | / ')  |2 . (4.29)
- 00

Dabei ist D(f) die Termdichte im Wärmebad. Ge­
hen wir davon aus, daß das Matrixelement des Stör­
operators in Gl. (4.29) lediglich eine langsam ver­
änderliche Funktion der Differenz co = f — /' ist, d. h.

\(f\'W x \f')\2 = Wx2( f - f ')  (4.30)

und setzen wir für die Termdichtefunktion:

D(f) 'D(f') = A o(0)A ü (/ — /') . (4.31)
Dann ergibt sich aus Gl. (4.29) mit Gl. (4.20)

+ 00
g(r) = /d a )  D^ca) IFX2 (a>) eicüZ, (4.32)

- 00
d. h. g(r) ist die Fourier-Transformierte von 
Dm{<o)Wy*((o). Die Näherungen Gin. (4.21) und 
(4.23) sind nur dann hinreichend gut zu erfüllen, 
wenn diese Funktion sehr langsam veränderlich ist. 
Wir beschränken uns hier deshalb auf den Fall

r>co(co)JPx2(co) = z v r x2 = const (4.33)

und erhalten mit

f°leo eiü)T = 2 rc <5 (r) (4.34)
- 00

für die Korrelationsfunktion

g{x) = 2 n D co-Wx2ö(x) . (4.35)

Dabei ist Dw eine mittlere Spektral dichte für das
Phononenspektrum des Wärmebades und Wx ein 
gemitteltes Wechselwirkungsmatrixelement. Für den 
Relaxationsterm Gl. (4.27) ergibt sich in dieser 
Näherung

r[G ] = —jiD m Wx2 [W r , [TPb, a -  a 0]] .
(4.36)

Dieser einfache Relaxationsterm ist als Resultat von 
einer Reihe von vereinfachenden Annahmen aus dem 
„exakten" Dämpfungsterm Gl. (4.6) abgeleitet wor­
den. Mit Hilfe der Störungsrechnung niedriger Ord­
nung und der Annahme extrem kurzer Relaxations-



zeit kommt man zum gleichen Ergebnis 34. Der Vor­
teil der hier gegebenen Darstellung liegt darin, daß 
bei genauerer Kenntnis des Wärmebades und der 
Kopplung zwischen System und Wärmebad sofort 
der diese Information herausmittelnde Näherungs­
schritt weggelassen werden kann. Ist etwa aus ex­
perimentellen oder theoreitschen Untersuchungen die 
spektrale Verteilungsfunktion JFx2(oj) und Spek­
traldichte D(o)) bekannt, dann können wir statt der 
Korrelationsfunktion g(r) Gl. (4.34) die Fourier- 
Transformierte Gl. (4.32) verwenden. An anderer 
Stelle35 werden verschiedene Modelle für lFx2(co) 
und D(co) und die daraus folgenden Konsequenzen 
diskutiert.

Der effektive Hamilton-Operator 34eff = !Hr -f T rw 
Gl. (4.7), der die periodische Bewegung des redu­
zierten Dichteoperators bestimmt, ist nach der Defi­
nition von Vr™ Gl. (4.8) im allgemeinen abhängig 
von den makroskopischen Variablen des Wärme­
bades. Bei dem von uns gewählten Kopplungsterm 
Gl. (4.26) fällt diese Temperaturabhängigkeit von 
"Vii* jedoch heraus. Nach Gl. (4.7) ergibt sich:

= Qx TRx {e-V ** Wx} TFr = WX TFR (4.37) 
und damit für die gesuchte Bewegungsgleichung

~  = + T W ]
- t t d w .  [ t r w, a-< T 0] ] .  (4.38) 

Unter Verwendung des Lioville-Operators Gl. (4.7) 
LReak = L?f f - ^ D L Rw -LRw (4.39) 

wird daraus
d cr/d« = -  i LReak 0 + nD  Lr w Lrw o0 . (4.40)

Wie oben erwähnt, wollen wir unsere Betrachtun­
gen auf endlich viele Zustände des Hilbert-Raumeso _
beschränken, der durch die Eigenzustände von TIr 
aufgespannt wird. Für die endliche Dichtematrix 
gilt dann in Analogie zu Gl. (4.40)

dor/df = KReak*cr + T(/?), (4.41)
d. h. wir erhalten für die Komponenten oik der 
Dichtematrix in bezug auf eine geeignete Basis ein 
lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten 
Koeffizienten und einem inhomogenen aber eben­
falls zeitunabhängigen Anteil. Der Tensor KReak 
ist nicht hermetisch, wie ein Vergleich zwischen 
Gl. (4.40) und (4.41) zeigt. Es gilt

(KReak * a ) ik = ( i | -  i LReak' O | k )
= 2  (®-Reak) ik,lm • (4.42)Im

Nehmen wir an, daß für KReak ^-unabhängige 
Eigenmatrizen ox, . . . . ,  oN* existieren deren im all­
gemeinen komplexe Eigenwerte . . . ,  ÄN* einen 
negativen Realteil haben, dann läßt sich die vollstän­
dige Lösung von Gl. (4.41) in der Form 

N
< * { t)= 2 c i c(i e*it + om {t) (4.43)

i = 1
angeben, wobei Om( )̂ eine spezielle Lösung der in­
homogenen Gleichung ist und die Koeffizienten Cj 
sich aus den Anfangsbedingungen cr = cr(0) erge­
ben. Ersetzen wir in Gl. (4.40) er0 durch

S°XR = exp( - ßTieff) /TR exp( -ß jK eff) (4.44)

dann wird aus (4.43) mit tfm(f) = öxii
N N

(or _  oXR) = 2  Q oi e*At = ^  c; a^ t) . (4.45)
i = 1 i = 1

Das System bewegt sich unter gedämpften Oszilla­
tionen hin zum partiellen Gleichgewicht (siehe Ab­
bildung 3). Dabei wurde angenommen, daß keiner

der Eigenwerte identisch verschwindet. Sollte dies 
nicht der Fall sein, können durch eine Neudefinition 
des inhomogenen Terms in Gl. (4.40) bzw. Gl. (4.41) 
diese Schwierigkeiten umgangen bzw. durch Wahl 
geeigneter Anfangsbedingungen die konstanten An­
teile auf der rechten Seite von Gl. (4.45) unter­
drückt werden.

B) Berechnung der Reaktionsgeschwindigkeit

Die im voranstehenden Abschnitt gewählten Ba­
siszustände ! i) zur Berechnung der Matrixelemente 
von o sind dort nur insoweit festgelegt worden, daß 
sie einen Unterraum desjenigen Hilbert-Raumes auf­
spannen sollen, der durch die Gesamtheit der Eigen­
zustände von Hr definiert ist. Wir werden im fol­
genden von einem Satz von Basisfunktionen | i) aus­



gehen, der durch N Eigenzustände von H0' (siehe 
III) gebildet wird. Wir treffen dabei die Konven­
tion, daß Zustände mit den Indizes 1 bis Na der 
Isomeren A, diejenigen mit NA + 1 bis N der Iso­
meren B zuzuordnen sind. Formal können wir die 
endliche Basis durch
{\i)} = { \ i ) : i  = l , . . . ,  N} (4.46)

= {| Aj), | A2), . . . ,  | a), f Bjv a + i, • • •, | Bjv)} 
beschreiben.

Für den Projektionsoperator PA ergibt sich da­
mit

PA= Z|A„)<A, * 2 1/')( / 'I • (4.47) ; = 1
Setzen wir die Kenntnis von o(t) Gl. (4.45) vor­
aus, dann finden wir für die Reaktionsgeschwindig­
keit Va^b? wenn wir mit den Molenbruch (Zahl 
der Mole der Isomeren A/Gesamtzahl der Mole 
A + B) bezeichnen:

VÂ B dt ;pA) =  t r ( c tP a )

= TR dt ° Pa =
dXA 
dt

(4.48)

Wir ersetzen die Operatoren durch die entsprechen­
den endlichen Matrizen, was wir hier sicher tun 
können, solange keine Kontinuumszustände für die 
Umlagerung eine Rolle spielen und erhalten mit

dff N
~  =  I  c ^ c f V « :^ ,*  0) (4.49) dt j = i

N
va-+b = i  i  ci l t Ojj* eut: (Ii 4= 0) . (4.50) 

7=1 i = l
Bei sehr schwacher Dämpfung werden die Eigen­
werte Xi nahezu rein imaginär, d. h. die Zeitabhän­
gigkeit wird im wesentlichen durch die Resonanz 
der Zustände i) bestimmt (siehe Abbildung 3). Er­
reichen die Matrixelemente im Dämpfungsterm die 
gleiche Größenordnung wie die Resonanzterme, 
dann beschreibt Gl. (4.50) ein kompliziertes System 
von gedämpften Schwingungen. Der geschwindig­
keitsbestimmende Term wird durch denjenigen 
Eigenwert festgelegt, dessen Realteil den kleinsten 
Betrag hat. Die Eigenmatrizen ol und Eigenwerte 
des Reaktionstensors K^ak t>zw- des entsprechenden 
Lioville-Operators hängen im hier vorlgelegten Mo­
dell ab von der Dämpfungskonstante D (Spektral­
dichte des Wärmebades) einerseits und von der 
Form des Dämpfungsoperators T rW und des Hamil­

ton-Operators H r für die reaktiven Freiheitsgrade 
{R} andererseits. Wir waren davon ausgegangen, 
daß eine Aufteilung des Gesamtsystems in für die 
Isomerisationsreaktion relevante und nichtrelevante 
Freiheitsgrade {R} und {X} möglich ist. In bezug 
auf die Basis der lokalisierten Zustände Gl. (4.46) 
bzw. die entsprechende vollständige Hilbert-Raum­
basis folgt daraus, daß die Matrixelemente 
(i j TVV! k) des Dämpfungsoperators nur dann we­
sentlich von Null verschieden sein können, wenn die 
Zustände | i) und j k) der gleichen Isomeren A und 
B zugeordnet sind, d. h. es muß gelten

2  2  {| A«) (Ai | T r w | Aj} (Aj |
7 f

+ |B;) (Bi | T*r w | B; ) (B;} . (4.51)

Der Dämpfungsoperator hat somit formal die gleiche 
Form wie der „physikalische" Störoperator TFp. 
Für den Fall, daß T rw nahezu proportional zu 7Fp 
wird, läßt sich dieser Operator formal aus der Be­
wegungsgleichung (4.38) durch Neudefinition der 
Dämpfungskonstanten entfernen und die Bewegungs­
gleichung wird nur noch von den Matrixelementen 
von TFc und Wp abhängig.

In den nachfolgenden Abschnitten wollen wir an­
hand einfacher Ansätze für das „Reaktionspotential" 
in Abhängigkeit von den Konfigurationskoordina­
ten, die zu den relevanten Freiheitsgraden gehören, 
untersuchen, welchen Einfluß bestimmte Potential­
parameter auf die Matrixelemente von Wq und TFp 
haben.

V. Reaktionskoordinate und 
Schwingungszustände

In den vorangehenden Abschnitten wurde gezeigt, 
daß sich die Reaktionsgeschwindigkeit für eine in­
nermolekulare Umlagerung unter gewissen Ein­
schränkungen aus den Lösungen eines inhomogenen 
linearen Differentialgleichungssystems mit konstan­
ten Koeffizienten bestimmen läßt. Die Koeffizienten 
dieses Gleichungssystems setzen sich im wesentlichen 
aus den Matrixelementen des physikalischen Stör­
operators TFp und des chemischen Operators IVq 
in bezug auf die gewählte Basis | A,-), B;) zusam­
men. Die explizite Berechnung dieses Matrixelements 
setzt somit die Kenntnis der lokalisierten Wellen­
funktion als Funktion der den relevanten Freiheits­
graden entsprechenden Koordinaten voraus. Da die 
Lösung der Schrödinger-Gleichung für die Kern­
bewegung eines wesentlich nichtharmonischen Sy-



stems schon bei zwei Freiheitsgraden erheblichen 
Aufwand erfordert 36, soll versucht werden, die Be­
stimmung der Matrixelemente auf die Berechnung 
eindimensionaler Integrale zu reduzieren. Wir wol­
len annehmen, daß sich das Potential V =  V(rR) 
für die Kernbewegung in Abhängigkeit von den 
relevanten Freiheitsgraden aufspalten läßt in einen 
nichtharmonischen Anteil, der nur von wenigen Frei­
heitsgraden rc abhängt, sowie in einen zweiten Teil, 
der nur harmonische Anteile enthält, bei dem die 
Koeffizienten jedoch langsam veränderliche Funk­
tionen von r0 sein sollen. Wir werden uns darauf 
beschränken, daß rc die Dimension eins hat. Dann 
entspricht diese Koordinate der adiabatischen Reak­
tionskoordinate 25_27. Sollte eine eindeutige Fest­
legung einer solchen Koordinate aufgrund des ge­
gebenen Potentials nicht möglich sein, dann muß die 
Dimension von rc erhöht werden. Entlang der Ko­
ordinate rp soll das System nach dem oben Gesagten 
Oszillationen ausführen können, deren Frequenz 
und damit Energie vom Ort rc abhängig ist.

Zur Beschreibung der Schwingungsbewegung ent­
lang rp verwenden wir einen Satz von Oszillatoren 
mit den Schwingungsquantenzahlen n = ( ,  . . . ,  ns), 
wobei n stellvertretend für den Satz der Quanten­
zahlen steht und s die Dimension des durch rp auf­
gespannten Raumes ist. Wir wählen die Zustände 
nullter Ordnung in der Form

K ) = | n ) k „ ) ,  |B „ ) = |» ) |6 to) (5.1)
und verlangen, daß die | ain) und | b{n) Eigenzu­
stände der Diagonaloperatoren

W0n -  ( » | W0 11»> = (n | WA + WB | »> (5.2)
sind. Durch diese Wahl wird die Forderung (3) in 
Abschnitt III erfüllt.

Es gilt für festes n

Wq11 I ain) — ain) (5.3)
oder

yi«u \bin) = E l \b in) . (5.4)

Damit wird der Operator W0' (Gl. 3.2) :
W0' = 2  {\n)\ain)E i(a in\(n\

B< + |n )|& in|£?n ( M ( n |}  (5.5)
und für "Wp und Wc erhalten wir analog

2  2  I tt) {| ain) (ain\(n | Wnn' ij
-W 0' I n') \ ain) (djn' | (5.6)
+ | bin) (bin | H - W 0' I »'>1 bin') <*/«' |} (» |

und

Wo -  2  1 1 n > {| flfa) (Oft, | ( » | W -  W0V ) I bjn' > (bjn' Inn' ij
+ 1 bin) (bin (n | W -  W0' | n ) | a,in' ) (a,iri |}< n '|. (5.7)

In den folgenden Abschnitten werden wir für das 
Modell eines gradlinigen und eines kreisförmig ge­
krümmten Reaktionswegs zeigen, daß die Matrix­
elemente der Operatoren sich aus allgemein gültigen 
Auswahlregeln in bezug auf die Schwingungsquan­
tenzahlen sowie der Kenntnis der zu den Zuständen 
I a■„,) und bin) gehörigen Eigenfunktionen im Orts­
raum der Reaktionskoordinate bestimmen lassen.

VI. Gradliniger Reaktionsweg

A) Hamilton-Operator
Wir gehen aus von einem molekularen System 

von / relevanten Freiheitsgraden für die Kernbewe­
gung und nehmen an, daß

1. eine Umlagerung zwischen zwei möglichen Iso­
meren entlang einer gradlinigen „Reaktionskoor­
dinate" x = x1 stattfinden kann (siehe Abbildung 2),

2. die Freiheitsgrade senkrecht zur Reaktions­
koordinate durch veränderliche Schwingungsfrequen­
zen an diese Koordinaten gekoppelt sind, daß das 
System senkrecht zu x jedoch nahezu harmonische 
Bewegungen ausführen kann (keine starken Anhar- 
monizitäten in dieser Richtung).

Der Hamilton-Operator Wr des Systems ist in 
massengewichteten karthesischenKoordinaten x1 ...x? 
in der Form 29

H —  f  X  ••••* '>•
gegeben.

Die Annahmen (1.) und (2.) beinhalten, daß das 
Potential entlang der Koordinate x = x1 eine „Rinne" 
aufweist (siehe Abb. 2), d. h. es muß gelten

(3F/3^)x2 = xs = /=o = 0 (i = 2 , . . . ,  /) (6.2)
und wir können das Potential entwickeln 26 
V (x K ..,x f)= V 0(xi) (6.3)

«J-s
Durch geeignete Wahl der Koodinaten x2, . . .  ,x f 
verschwinden die gemischten Glieder in dieser Ent­
wicklung 26 und wir erhalten näherungsweise

V{x\ . . . ,  xf) = Foix1) + 2  (atf (*»)/2)a« (6.4) 
1-2



mit der klassischen Oszillatorfrequenz (Oiix1) ent­
lang der z-ten Koordinate. Die Frequenzen co} sind 
Funktionen des Reaktionsweges. Wir werden im fol­
genden von der Näherung (Gl. 6.4) ausgehen, d. h. 
senkrecht zur Reaktionskoordinate nur harmonische 
Bewegungen zulassen. Der Hamilton-Operator für 
die Schwingung entlang der i-ten Koordinate ist 
dann gegeben zu

h2 32 co^fx1) 
«*>(**) -  -  2 + '-2 <6-5>

Durch Einführung generalisierter Koordinaten

mit

at = 1; ai2 = 

wird aus Gl. (6.5)
h oV*'> 

2

ql = a{ xl 

co^x1)

Kvibiq1) =

(6.6)

(t = 2, . . . , / )  (6.7)

d2
+ q' (6.8)

Dadurch, daß die co; noch Funktionen der Reak­
tionskoordinate

x = x̂  = q1 (6.9)

sind, sind die Koordinaten ql nicht länger ortho­
gonal, d. h. wir müssen den Hamilton-Operator nun­
mehr in der Form 27' 28' 37

y{= -
h2 y  a-*h 3 avt aij $ 
2 i f =l 9 3ql 9 9 3qi

+ V0(q ')+  |  2  aHq*
Z i = 2

(6.10)

angeben. Dabei ist glj der konjugierte Tensor zum 
metrischen Tensor g-xj . Die gli und ga sind symme­
trisch in i und /. gij ist kovariant. gli kontravariant 
gegenüber Koordinatentransformationen38. Im ein­
zelnen gelten die Relationen 27' 38

L 3xk dxk
9ii=Z Ä  3 qi 3 qi '

f 3 qi 3 qi
k= i 3zÄ
f

(6.11) 

(6.12)

2  gik 9ki = (6.13)

(6.14)
Ä = 1 

g = det{gij) .

Für die Transformation Gin. (6.6), (6.7) erhalten 
wir (siehe Anhang A)

wobei

9 = h a r 2,
i = 2

9n  = 1,
gil= g U = Xiqi (i = 2, . . . , / )  ,

= qiql + afd ii ( i J ^ Y

. 1 dM = j aj a; dz

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

gesetzt wurde. Damit ergibt sich für den Hamilton- 
Operator Gl. (6.10)

7i =
h2

32 +2 7 /  ' 3 —  +  2  — 

f 3 , 3 ]  h co;
+  i J J ih q i 3 g' dql +  2  ; = 2

_3_ 
3 qi 

32
+ <77'2 + F 0(®) (6.20)

nacli Einführung von Phononenerzeugungs- und gilt, wird aus Gl. (6.20) 
Vernichtungsoperatoren26 ^2 [ 32 f

i i i
1

1 / , 3 \  „ >
i, j = 2

für die die Vertauschung f ^ ,.
K . 4 1 - 1  (6.22, +  2  ~ ( 2 ^ i + i ) + r„<*). (6'23)



dann finden wir unter Berücksiditigung von

2  l  f  ln 9 (6.25)i=2 2 dx
für den Hamilton-Operator

J. Brickmann 

mit

(6.24) 7 '= _

!H = -
ft2 f 32
2 (3x2

: 1 d ln g ~ 1 / d ln g

1 ding 3 . 3-------- P-----  + 2 A ----
2 dz 3x 3x

16 dx 
1 d2 
4 da;2

+  

(In?)

2 V dx
3

A

, 3s
A +  A2

ft2 I c^ 1 d_ln^_3_ 
2 i 3x2 2 dx 3x 

1 d2
4 dx2 (InflO •

1 / d In <7 \2 
16 \ dx )

(6.27)

Die Eigenfunktionen dieses Operators (bzw. des 
entsprechenden Operators 7-f0') lassen sich in Form 
eines Produkts 29

(6.28)

darstellen. Für /jn{x) gilt dann die Eigenwertglei-
(6.26) chunc

h2 d2 
2 dx2 + V" (x) Xin(x) =Ein Xin{x) . (6.29)

+  2  h ( ')l (2 4 M + 1 )+ V 0{x) .
i = 2 ^

Daraus ergibt sich in schwingungsadiabatischer 
Näherung der effektive Operator !HW= (n|!H |n) zu

U n = T  + V0(x) + 2  HC'Ji (2 ni + l) + 
i = 2 £

+  2  W W W  + m + i)
4 i = 2

Wir erhalten die Schrödinger-Gleidiung für eine ein­
dimensionale Bewegung. Das Potential

V * (z )-V 0(z )+  2  hM; {X) (2n, + l)  +i = 2 *

+  f  2  t f W  + nt + l)  
4 i = 2

(6.30)

ist im allgemeinen ein Doppelminimumpotential, 
dessen Form einerseits durch das adiabatische Po­

Abb. 4. Effektives Potential Vn(x) für die Bewegung entlang der Koordinate x für verschiedene Ankopplung der Schwin­
gung senkrecht zu x: a) Erniedrigung der Potentialbarriere, b) Erhöhung der Potentialbarriere, c) Energieverschiebung der

(Minimadifferenz (schematisch).



tential V (x) und zum anderen durch die Oszilla­
tionsfrequenzen 0Ji(x) und die entsprechenden 
Quantenzahlen n, bestimmt wird. Am Beispiel eines 
einzigen Schwingungsfreiheitsgrades senkrecht zur 
Reaktionskoordinate x ist dieser Sachverhalt in den 
Abb. 4 a — c wiedergegeben. Ist die Schwingungs­
frequenz (jo(x) im Bereich der Barriere geringer als 
im Bereich der Mulden, dann wird die die Minima 
trennende Barriere je nach Wert der Schwingungs­
quantenzahl n mehr oder weniger stark abgesenkt 
(siehe Abbildung 4 a ). Diese Absenkung kann so 
weit gehen, daß der Doppelminimumcharakter der 
Potentiale sogar vollständig verschwindet (Abb. 4 a 
für n = 3). Alternativ zu dem eben genannten Fall 
ist die Ankopplung einer Schwingungsfrequenz an 
das Potential in Richtung der Reaktionskoordinate, 
bei dem co im Bereich der Barriere größer ist als 
anderswo und somit für steigende n die effektive 
Barriere erhöht wird (siehe Abbildung 4 b). Rea­
listischer ist es, wenn co (x) über den Bereich der 
beiden Mulden verschiedene Werte annimmt (Ab­
bildung 4 c). Durch einen solchen Fall werden die 
Energieniveaus der beiden Mulden bei Änderung 
der Schwingungsquantenzahl gegeneinander ver­
schoben, d. h. ein quantenmechanisches Teilchen, 
das sich entsprechend dem Potential Vn(x) bewTegt, 
würde sich bei niedrigen Energien je nach Schwin­
gungsquantenzahl n bevorzugt im linken oder rech­
ten Potentialbereich aufhalten. Die zur Konstruktion 
der Eigenfunktionen des Operators !H0' notwendi­
gen lokalisierten Funktionen %ain und Xbin lassen 
sich, wie schon früher beschrieben 31, aus dem effek­
tiven Potential Vn(x) gewinnen. Beschränken wir 
uns bei unseren Betrachtungen auf Zustände mit 
einer Energie, die etwa wesentlich kleiner sein möge 
als eine vorgegebene Grenzenergie Emax, dann sind 
die Xain und Xbin Eigenfunktionen der Operatoren

<HAn= 7  + VAn; V b» = 7  + Vb» (6.31)

Durch die Konstruktion von J-Ja" und !Hbw be­
dingt, sind die Eigenzustände Xain und Xbi" dieser 
Operatoren über zwei Bereiche des Ortsraums loka­
lisiert 31.

BJ Matrixelemente von rWv und Wc

Nach Gl. (3.4) und (3.5) ergeben sich die Ma­
trixelemente der Störoperatoren "Wp und "Wc aus 
der Differenz von 7i und Mit

9~1,lXain(*) = (ain\x ); g~luXbin(x) = {bin\x)
(6.34)

ergibt sich 27

( W M ' = (ain\(n \ 'H - 'H 0' \ n ) \ a jn')
oo

= /dxg^(g-^X ain) ( n \ 'H - 'H , '\n f)
- oo

(.9~ViXar')
oo

= fd x  Xain (W 1 dm> + W) Xojn' (6.35)— oo

mit = (6.36)

und W =  -
h2 A dx

+

h2 I v 3 _  3
2 dx ' dx

A | D 

A +  AnD (6.37)

2 A . 4dx \d x J
3A\

+  AND ,

wobei And nur dann nichtverschwindende Matrix­
elemente hat, wenn sich die Schwingungsquanten­
zahlen der entsprechenden Zustände unterscheiden. 
Der „diagonale" Anteil von A 2 wurde in Vn (x) 
bzw. VAn(x), VBn(x) berücksichtigt.

Analog findet man

mit der kinetischen Energie 7  und den Potentialen ^ ^  J f a  + . (638)

sowie

Vrn =

V0n(x) für x< ^x0n, 
Emax für x > x 0n

V0n(x) für x ^ x 0n , 
£max für x <  x0n .

(6.32)

(6.33)

Für den Fall eines symmetrischen effektiven Poten­
tials Vn (x) =V n( —x) lassen sich die Matrix­
elemente von T^d" abschätzen 14:

fdxXain WDn Xbi1 = -  Öij , (6.39)

Dabei wurde angenommen, daß das Maximum der 
Barriere bei x = x0n liegt.

wobei AEi die Energieaufspaltung der symmetrie­
entarteten Zustände Xai1 und Xb% darstellt:



Die Matrixelemente des Störoperators IV können 
nur dann von Null verschiedene Werte annehmen, 
wenn gilt
|n ) = | ra2, . . ra/) = | ra/, . . ra/} = | ra') (6.40)

bzw. | ra2, . . . ,  ra/) = | ra /,. . . ,  n{ i  2, . . . ,  ra/)
(6.41)

oder | ra2, . . . ,  ra/) = | ra /,. . . ,  t t '  ±  4, . . . ,  ra/)
(6.42)

oder | ra2, . . . ,  ra/) = | ra/, —  , ra/ +  2, ra/ ±  2,
. . . , r a / )  (6.43)

mit i, j  = 2, . . . ,  /, wie sich aus den Matrixelemen­
ten von A und A 2 ergibt (siehe Anhang B).

Sind die Frequenzen 0Ji(x) nur langsam ver­
änderliche Funktionen, dann können wir in guter 
Näherung den Term A 2 im Potential Vn(x) und im 
Störoperator W vernachlässigen und erhalten

+ ^  (2rai + l ) ;
i = 2 Z

w 4 3z
(6.44)

Die Sätze ra und ra' mögen sich etwa in der Quanten­
zahl ni unterscheiden, dann ergibt sich für die bei­
den einzigen nichtverschwindenden Matrixelemente 
von Wq (siehe Anhang B ):

(W c)Ä 2,«,=  -  Y  [(n ,+  l)(n , + 2 )] 'A

x f e a ^ l  +  l I Z ) * ! ,

(6.45)

Xbh

(6.46)

(7Fc)^2,n4=(fe2/2)[(raj - l ) r a j]1/'
00 / n) 1 3^

2 3z

Für die entsprechenden Elemente von TFP gilt Ana­
loges.

Damit lassen sich sämtliche Störungsmatrixele­
mente im Rahmen des angenommenen Modells allein 
aus der Kenntnis der eindimensionalen Eigenfunk­
tion x" der Diagonaloperatoren Gl. (6.5) bestim­
men.

Besondere Bedeutung kommt den Matrixelemen­
ten von zu, wenn die entsprechenden Quanten-

zustände etwa Xai und Xb'j in Gl. (6.46) energie­
entartet oder fast entartet sind. Ebenso wie im Falle 
der symmetrieentarteten Einmuldenzustände sollten 
auch zwischen diesen Zuständen bei hinreichend ge­
ringer Termdichte Resonanzen auftreten, so daß 
etwa spontane Übergänge zwischen Zuständen indu­
ziert werden, die ohne Berücksichtigung der Schwin­
gungen senkrecht zum Reaktionsweg nicht oder nur 
mit geringer Wahrscheinlichkeit auftreten würden. 
In Abb. 5 ist der Fall schematisch wiedergegeben,

\  (A)

V(x)

(B)

\  /

tvuMx) X

Abb. 5. Resonanz zwischen Zuständen, die zu unterschied­
lichen Schwingungsquantenzahlen gehören (schematisch).

wo durch Ankopplung von zwei Freiheitsgraden die 
Resonanz zwischen zwei Zuständen gleicher Energie 
E, jedoch unterschiedlicher Quantenzahlen, erreicht 
wird.

Das Auftreten von starken Resonanzen zwischen 
Quantenzuständen verschiedener Isomeren mit unter­
schiedlichen Schwingungsquantenzahlen bedeutet, 
daß es bei geringer Termdichte Eigenzustände des 
zum mehrdimensionalen Doppelminimumproblem ge­
hörigen Hamilton-Operator J i geben muß, die sich in 
erster Näherung als Linearkombination von Ein- 
muldenzuständen entsprechender Quantenzahlen dar­
stellen lassen. Solche Zustände sind bei Modellrech­
nungen über die Ankopplung der X-H-Deforma- 
tionsschwingung an die Valenzschwingung einer 
X-H . . . Wasserstoffbrückenbindung numerisch ge­
funden worden 36. Abbildung 6 zeigt das Potential 
und eine Eigenfunktion, bei der der deutlich das



den Mulden zu erkennen ist.

(7.2)

unterschiedliche Knotenmuster im Bereich der bei- Allgemeinheit der Reaktionsweg in der x1, a^-Ebene
liegen; d. h .:

x1 = (R —Ar) cos <p, 
x2 = (R -A r) sin <p. (7.1)

Analog zu Gl. (6.6) führen wir generalisierte Koor­
dinaten ein:

q1 = 9? = arc cos {x1. (x12 + x22) -1/l} , 
q2 = a2'Ar = a2 { R -  (s 12 + x22) l,t} , 
qi = aixi{i = 3 , . . . , / )  
mit ai = ai(q1) (i = 2, . . . , / )

Für die Determinante des entsprechenden Transfor­
mationstensors ga erhalten wir (Anhang C ):

g = r2h2 mit r = R - q 2/a2, h= Y \^ i~ l • (7.3)
] = 2

Die kontravarianten Komponenten werden dann 
(siehe Anhang C)

9^ = r~2 Xi ql l j ■ qi + a f  ö^ ( i , j>  1) . (7.4) 

Xi hat dabei analog zu Gl. (6.19) die Bedeutung

Abb. 6. Zweidimensionales Potential a und Eigenfunktion b 
zum fünftniedrigsten Energieeigenwert. Potential- und Eigen- 
funktionshöhenlinien in relativen Einheiten (siehe Anm.86). for (Jes Systems:

VII. Gekrümmter Reaktionsweg

A) Hamilton-Operator 
Wie in Abschnitt V gehen wir von einem System

(7.5)

Mit Gl. (6.10) ergibt sich für den Hamilton-Opera-

32 n L T , 3 3
+ 3 7  d ?3 q12 

dq
v  32,- 3 , v  y T 3 
i = 2 dq aq1 i,j = 2 3 qi q 3 qi
^  h (Oi

1 — Oi = 2 2
32

dq® + 9

2 * ~ + r 0(q*).

von / relevanten Freiheitsgraden für die Kernbewe­
gung aus, fordern jedoch anstelle der Bedingung (i), 
daß

(i') eine Umlagerung zwischen den möglichen 
Isomeren entlang einer kreisförmigen „Reaktions­
koordinate" x = R-<p mit dem Krümmungsradius R Entwickeln wir r ^ { q 2) nach Potenzen von q2 
stattfinden kann.

Die Bedingung (ii) möge weiterhin gültig sein. 
Dann läßt sich auch hier das Potential für die Kern­

et co2 1 3 
2 a , r  dq2

(7.6)

r - 1 (q2) = R ~H l + q2\a2 R + (q2\a2 R )2 + . . . ) ,
(7.7)

bewegung in der Form Gl. (6.4) angeben. Aus- dann ergibt sich, wenn wir statt der Winkelkoordi- 
gehend von massengewrichteten karthesischen Koor- nate qx die Reaktionskoordinate x = R-qx = R-(p 
dinaten x1, . . . ,  xf möge ohne Einschränkung der einführen:

or rr/ , r, , v , 4  ftö>i(aOJ  +V 0(x) + 2 ---- -
i = i 2

mit

d q * + q  r  2 v = 0 2 q 3q2 +

Xi= {dai/dx)/ai = R -Ü i

I  f "2 2 _ i  r

(7.8)
(7.9)



und T -  h°~ \ 32 4- 1 dln/l 3 4 - _ L / dln/M2 4- 1 d21n/l
2 3*2 2 dx dx 16 \ dx J 4 dx2

Nach Einführung der Operatoren 6 , 6 und A wird mit
h~iu { [A, 3/3*] + + A2} Ku = 2A(3/3*) +1 (d In h/dx) A + 3,4/3* + A2

aus Gl. (7.8):
3v = r  + v 0(x )+  2  hw; {z) ( 2 ^ + 1 )_ 2 z z

fc COo

A, 3z .+  A 2 /i1/!

2 ,. = 0

Ufo A  (a2^ ) v + " I '

(7.11)

(7.12)

Analog zu Gl. (6.27) erhalten wir, wenn wir im Hamilton-Operator Gl. (7.12) alle Terme mit 
(ot2/?)-1 (£>1) vernachlässigen

^ n « ( n | T f | n ) = r  + F0(z )+  2  - ^ ( 2 n i + l) + f  2  + ni+  1) , (7.13)
i = 2  ̂ 4 f = 2

Matrixelemente von IV„ und "Wc

Die Matrixelemente von 7FP und 7FC sind formal

d. h. die Diagonaloperatoren sind formal identisch 
mit denen bei gestrecktem Reaktionsweg. Entspre­
chendes gilt für die zugehörigen Eigenlösungen . . . .  . . . . * , .. , Xp n ̂  identisch mit den entsprechenden Ausdrucken Gin.

_ (6.35) und (6.38). Der im wesentlichen nicht-
Win{x) =A~1/lZin(z) (7.14) diagonale Störoperator W ist nach Gl. (7.12) ge-

sowie die entsprechenden lokalisierten Zustände. geben zu

-
h2

A, A 2} +  ~ jL(a2R)~1-2 -1' ' ( t 2- J 2+) — 2,/,(a2 R )-1 ^  ( ^ + ^ 2 )

+  (a2 R) ~2 (A,2 -  62+2 -  1) -  l h 2(a2 R) ~2 ^  + S2)2 + (7.15)

Wegen Gin. (B I), Anhang B, hat dieser Operator 
audi nichtverschwindende Matrixelemente, wenn 
sich n2 und n2 um i  1 unterscheiden. Die Auswahl­
regeln für die Übergänge der Quantenzahlen mit 
£>2 unterscheiden sich nicht von denen bei grad-

h2
Sx

A2
(7.16)

(St - S 2+) + J ' ( S t + St+) l  
h2 32

für die kinetischelinigem Reaktionsverlauf. Beschränken wir uns hier mit em Perator 2 3j
auf den Fall (a2/?)_1<^ l ,  dann lassen sich die Energie des Systems entlang der Reaktionskoordi- 
letzten beiden Terme in Gl. (7.15) vernachlässigen nate x. Für n2 + n 2i. 1 ergeben sich in dieser Nähe-
und wir erhalten rung die gleichen Matrixelemente wie bei gestreck­

ter Reaktionskoordinate. Die anderen Elemente ergeben sich zu

CWc) Ä t .n 2 = 21/f(n2 + l ) 1/l f ( a 2 R) + l [ ~ h to 2/4 + 7*]%%
- 71 a

+ jr R
(W c) nl-i.n, = 2Vt n2v,- /d z (a 2 R )-1 [hw j4, + 7*]Xv-nR



VIII. Abschätzung der Matrixelemente von W p 
und Wc für ein System mit zwei Freiheitsgraden

Bei gegebenem Potential V(x) entlang der Reak­
tionskoordinate x, gegebenem Krümmungsradius R 
und bekannten Schwingungsfrequenzen co,-(:r) las­
sen sich die Matrixelemente von 1PC und 'W p 
[Gin. (6.45), (6.46), (7.17)] direkt berechnen. 
Voraussetzung hierfür sind lediglich die Lösungen 
%ain(x) und Xbin der Eigenwertgleichung zu den 
Diagonaloperatoren J-fAn bzw. Hb* [Gl. (6.31)]. 
Da diese Gleichungen zumeist geschlossen nicht lös­
bar sind, ist man auf numerische Approximationen 
angewiesen. Die numerischen Lösungsverfahren für 
Schrödinger-Gleichungen mit eindimensionalem Dop­
pelminimumpotential sind von einer Reihe von 
Autoren beschrieben worden 13' 39. Es soll hier nicht 
darauf eingegangen werden.

Wir wollen im folgenden eine einfache Abschät­
zung der Matrixelemente von WP und 7FC für einen

x= a" x= b' x"

b.
W2=£J0+>UX2

X
Abb. 7. Potential V(x), lokalisierte Funktionen ^ To and %oo 
sowie Schwingungsfrequenz cot als Funktion der Reaktions­

koordinate (siehe Abschnitt VIII).

(W c) f t 2,na = -  k If* [(n2+ l ) ( n 2 + 2 ) ] jUi( Z - a )

flo l\

Spezialfall mit zwei Freiheitsgraden versuchen. Da­
bei kommt es uns vor allem darauf an, das Verhält­
nis der Einflüsse zu untersuchen, die durch den ge­
krümmten Reaktionsweg einerseits und durch die 
variable Frequenz C0i(x) andererseits gegeben sind.

Das Potential V(x) möge in der in Abb. 7 skiz­
zierten Form gegeben sein, d. h. zwei durch eine 
Potentialbarriere getrennte Mulden mit annähernd 
harmonischem Potentialverlauf enthalten. Die Kreis­
frequenz cox der Schwingungen in Richtung der 
Reaktionskoordinate möge in beiden Mulden gleich 
sein. Unter der Annahme, daß die Frequenz co2(x) 
für die Schwingung senkrecht zur Reaktionskoordi­
nate eine langsam veränderliche Funktion von x ist, 
ändert sich die Krümmung des Potentials für kleine 
Quantenzahlen n2 im Bereich der Potentialmulden 
kaum und die Einmuldenzustände %ai (x) und XbT} 
lassen sich durch Oszillator-Eigenfunktionen ap­
proximieren :

Xai(x) :

Xbi(x)

u,(x — a) , 

■ U i(x-b) . (8.1)
Dabei ist die Eigenfunktion zum Oszillator der 
Frequenz ojx mit der Quantenzahl i und a, b sind 
die Minima der Potentialmulden (a) und (b) (siehe 
Abb. 7). Führen wir als generalisierte Reaktions­
koordinate

g = axx mit ax = (cox/h ) ,/l 

a = ax a, b' = axb (8.2)

ein, dann ergibt sich für die Matrixelemente von
Wc:

d i  d ;2(i) 
^  d | +  2 d l

hco2 h ojx d2 
4 2 ~  d |2

u t i t - b ')  d | (8.3)

»i (£-*>') (8.4)

mit l 2 ( |)  = h (dco2/d |)  fw2 . (8.5) w2 ( |)  = co0 + ju | 2 (8.6)
Die Minima des Doppelminimumpotentials mögen an, dann ergibt sich für | ^ l 2 | <  co0 (8.7)

( |)  = t f ( a ) 0 + /i |)  - 1 «  (ju/w0) | . (8.8)
Mit ^  = 2 - ,/' ( |  + d / d |) ,^ + = 2 - ,/' ( | - d / d | )  (8.9) 
wird aus Gl. (8.3)

in generalisierten Koordinaten einen Abstand 2 d 
= 6' — a haben. Setzen wir die Kreisfrequenz 
co2( |)  in etwa der Form (siehe Abb. 7)

(W c) tfU « , = -  ~ ~  [ (»S + 1) ("2 + 2) ]v« jut (I -  a )  ( ^ 2 -  ^ +2) Uj ( |  -  b') d |z £ co o

«  -  ky X [ (n2 +1) (n2 + 2 )]1/f { [ / ( / -  l ) ] v,/y -2 — [(/ + !) (/ + 2) ]V' W  (8.10)4 co0



(8.11) CWc)ffU»f = - 2 !/!(n2+ l ) ,/!(a2°/?) { ^mit /(/ = /» i ( f  —a ')w j(£ -6 ')d£ .— oo
Beschränken wir uns auf den Fall i = j = 0, dann er­
gibt sich nach Anhang D:

= 'Ud'2 [ (n2 + 2) f o  + 1)2 lOq
(8.12)

Für das Matrixelement Gl. (8.4) ergibt sich wegen 
Ungleichung (8.8) mit

a)2Vt = co0v,(l + l u f2/co0 + . . . ) «  co0Vi (8.13) Für i = / = 0 gilt somit (siehe Anhang D)

h co3 
4

h co.

(2 / + D 4- 

( [ ; ( ; - 1 )]Vi/Ü-2

CWc)3fti.». = — 21/s (n2 + l ) 1'1 (a2° -R)-1

!- [ (/ + 1) (/ + 2 )] ,/iyii + 2). (8.14)

(8.15)

In Abb. 8 ist die Amplitude der Matrixelemente 
(WJ) gegen den Abstand der Minima d in gene­
ralisierten Einheiten aufgetragen. Die entsprechen­
den Werte wurden für verschieden starke Ankopp­
lung der Schwingungsfreiheitsgrade senkrecht zur 
Reaktionskoordinate nach Gl. (8.12) und für unter­
schiedliche Krümmungsradien der R der Reaktions­
koordinate nach Gl. (8.15) berechnet. Daneben fin­
den sich die Matrixelemente von W bei Erhaltung 
der Schwingungsquantenzahlen für den Fall, daß 
sich das Potential im Bereich der Barriere durch 
eine Parabel annähern läßt (V1 in Abb. 7a, Kurve 1

Abb. 8. Matrixelemente des chemischen Transportoperators 
Wc für ein System von zwei Freiheitsgraden in Abhängig­
keit von der Schwingungsankopplung und der Krümmung 
des Reaktionsweges (Erklärung der Symbolik siehe Text 

Abschnitt VIII).

in Abb. 8) und für den Fall, daß sich V im Bereich 
der Barriere aus den beiden Muldenparabeln zu­
sammensetzt (V2 in Abb. 7a, Kurve 2 in Abb. 8). 
Es zeigt sich, daß die Matrixelemente zwischen Zu­
ständen verschiedener Schwingungsquantenzahlen in 
diesme Fall die gleiche Größenordnung erreichen 
wie diejenigen zwischen Zuständen gleicher Schwin­
gungsquanten und somit die Schwingungsankopp­
lung an die Koordinate der intramolekularen Um­
lagerung schon in diesem einfachen Fall nicht mehr 
vernachlässigt werden kann.

IX. Diskussion

In den voranstehenden Abschnitten wurde ein 
Modell für die intramolekulare Umlagerung zwi­
schen zwei isomeren Strukturen A und B eines Mole­
küls untersucht, bei dem sich die Isomerisations- 
reaktion durch die Bewegung eines quantenmechani­
schen „Teilchens" auf einer mehrdimensionalen 
Energiehyperfläche, die von einer begrenzten Zahl 
innerer Koordinaten rR abhängig ist, beschreiben 
läßt. Ausgehend von einem statistischen Modell, bei 
dem angenommen wurde, daß sich die Zustände der­
jenigen Freiheitsgrade, die nicht explizit berücksich­
tigt wurden, durch eine stationäre kanonische Ge­
samtheit darstellen lassen, wurde eine Reaktions­
gleichung für den Übergang zwischen den Isomeren 
abgeleitet. Dabei wurde vorausgesetzt, daß sich die 
Kopplung zwischen den inneren Freiheitsgraden und 
der Gesamtheit (Wärmebad) durch einen einfachen 
Wechselwirkungsterm darstellen läßt, der auf eine 
extrem kurze Korrelationszeit führt.

Es zeigt sich, daß die Umlagerungsgeschwindig- 
keit stark davon abhängt, wie das System (sprich 
quantenmechanisches „Teilchen") zu einer gegebe­
nen Anfangszeit präpariert wird. Je nach Wahl der



Anfangsbedingungen für den reduzierten Dichte­
operator, der die Zeitabhängigkeit beschreibt, kann 
das System etwa nur schwach gedämpfte Oszillatio­
nen ausführen oder sich schnell exponentiell dem 
Gleichgewichtszustand nähern. Die Geschwindigkeits­
konstanten der gedämpften Bewegung und die Fre­
quenzen der Oszillationen ergeben sich als Real- 
und Imaginärteil der Eigenwerte eines Reaktions­
tensors, der einerseits von der Dämpfung, zum an­
deren von den Matrixelementen eines chemischen 
Transportoperators IVq und eines physikalischen 
Austauschoperators 7Fp in bezug auf die Basis der 
lokalisierten Quantenzustände der Isomeren ab­
hängt. Durch Einführung der adiabatischen Reak­
tionskoordinate und dazu senkrechter Schwingungs­
koordinaten konnte im Fall des gradlinigen und des 
kreisförmig gebogenen Reaktionswegs gezeigt wer­
den, daß sich die für die Umlagerungsgeschwindig- 
keit maßgeblichen Matrixelemente aus der Kenntnis 
eindimensionaler Wellenfunktionen und allgemeiner 
Auswahlregeln für die Schwingungsquanten bestim­
men lassen. Unter der Annahme, daß die Bewegung 
des Systems senkrecht zur Reaktionskoordinate in 
erster Näherung harmonisch ist, die entsprechenden 
Schwingungsfrequenzen jedoch Funktionen des 
Reaktionswegs sind, können Matrixelemente von 
tfq  im Falle der „gradlinigen" Reaktion nur dann 
wesentlich von Null verschieden sein, wenn sich die 
Sehwingungsquantenzahlen bei beiden Isomeren 
nicht oder in genau einer Schwingungsrichtung um 
zwei Quanten unterscheiden.

Bei kreisförmiger Krümmung des Reaktionsweges 
treten zusätzlich nichtverschwindende Matrixele­
mente zwischen Zuständen mit einer Differenz der 
Sehwingungsquantenzahlen von eins auf. Die mit 
den genannten Matrixelementen verbundenen Über­
gänge zwischen den Isomeren können bei Änderung 
der Sehwingungsquantenzahlen die gleiche Größen­
ordnung erreichen wie bei Schwingungserhaltung, 
wie eine Abschätzung der Matrixelemente für ein 
System mit zwei Freiheitsgraden zeigt (siehe Abbil­
dung 8). Diese Resonanz von Zuständen verschiede­
ner Isomeren in unterschiedlichen Schwingungszu- 
ständen wird durch numerische Rechnungen an zwei­
dimensionalen Systemen36 bestätigt, wie das Bei­
spiel Abb. 6 zeigt. Deutlich ist das unterschiedliche 
Knotenmuster der abgebildeten Eigenfunktion über 
den Bereich der beiden Mulden zu erkennen.

Beschränken wir uns auf den Fall, wo die Reak­
tion von A nach B adiabatisch 40, d. h. unter Erhal­

tung der Sehwingungsquantenzahlen n abläuft, dann 
läßt sich für diese Bewegung näherungsweise ein 
eindimensionales effektives Potential Vn(x) ange­
ben.

Gehen wir davon aus, daß die effektive Barriere 
des Potentials Vn(x) für die Geschwindigkeit des 
Systems in Richtung x bestimmend ist, und betrach­
ten den Fall, wo zwischen den Isomeren A und B 
zwei Reaktionswege möglich sind, die ohne Berück­
sichtigung der Schwingungsfreiheitsgrade gleichbe­
rechtigt sind, dann kann aufgrund des Potential Ver­
laufs von Vn[x) im Bereich der Reaktionsbarrieren 
vorausgesagt werden, welchen Reaktionsweg das 
System bevorzugen wird. In Abb. 9 ist schematisch

Abb. 9. a) Potential für eine intramolekulare Umlagerung 
über zwei mögliche Reaktionswege (schematisch) A, B: Po- 
tentialminima der Mulden (A) und (B), Sab und Sba Sat­
telpunkte, x: geschlossene Reaktionskoordinate, b) Schnitt 
durch Potential a entlang des Reaktionsweges. Die Energien 
der Minima und Sattepunkte wurden jeweils gleich gewählt, 
c) Variable Schwingungsfrequenz senkrecht zur Reaktions­

koordinate. d) Effektivpotentiale Vn(x).



der Verlauf eines Potentials wiedergegeben, bei dem 
sich weder die Minima der Mulde (A) und (B) 
noch die Sattelpunkte sab und sra  entlang der bei­
den Reaktionswege untereinander energetisch unter­
scheiden (siehe Abb. 9 b), die Schwingungsfrequen­
zen senkrecht zu x jedoch für die Bereiche der Bar­
rieren voneinander abweichen (siehe Abbildung 9 c). 
Obwohl energetisch gleichwertig, zeichnen sich die 
beiden Reaktionsmöglichkeiten über sab bzw. sba 
durch verschiedene „Breite" der entsprechenden 
Reaktionswege aus, wie deutlich aus dem Schicht­
liniendiagramm zu sehen ist. Das System wird sich 
bevorzugt über den „breiteren" Weg (Sba) bewe­
gen. Zum gleichen Ergebnis kommt man sofort bei 
Betrachtung des effektiven Potentials T/n (x) (Abbil­
dung 9 d ). Hier sind nun die beiden Reaktionsmög­
lichkeiten energetisch je nach Schwingungsanregung 
stark unterschiedlich. Ein Vergleich der Matrix­
elemente von tfq  gibt die Möglichkeit, auch quan­
titative Aussagen über das Verhältnis der Über­
gangsraten zu machen.

Eine „Isomerisation", bei der dieses Modell mög­
licherweise qualitativ angewendet werden kann, ist 
die Umlagerung pentakoordinierter trigonal bipyra- 
midaler Moleküle durch Pseudorotation bzw. Turn­
stile-Rotation (siehe III a, III b, Abbildung 1). 
CNDO/2-Rechnungen ergeben für beide Umlage- 
rungsprozesse vergleichbare Energiebarrieren, die 
„Breite" der Reaktionswege ist jedoch möglicher­
weise stark unterschiedlich 7, zumal, wenn man die 
vier topologisch entarteten Reaktionswege für den 
Turnstile-Prozeß zusammenfaßt. Eine endgültige 
Klärung über den bevorzugten Mechanismus kann 
sicher erst erfolgen, wenn genauere Angaben über 
die Energiehvperfläche gemacht werden können. Es 
ist zu vermuten, daß nichtadiabatisehe Effekte nicht 
zu vernachlässigen sind.

Ahnlich wie in obengenanntem Beispiel liegen die 
Verhältnisse bei Molekülen, bei denen sich die iso­
meren Spezies sowohl durch gehinderte Rotation als 
auch durch Inversion ineinander umlagern können 2. 
Auch hier kann die Berücksichtigung der Schwin­
gungsankopplung an die Koordinate der Reaktion 
einen wesentlichen Einfluß auf die effektive Reak­
tionsbarriere haben. So sollte man bei der gehinder­
ten Rotation von Amiden (Abb. 1,V) eine Kopp­
lung der C-N-Valenzschwingung an die Rotations­
koordinate erwarten, da sich der Doppelbindungs­
charakter der entsprechenden Bereiche und damit

auch die Kraftkonstante der Schwingung in Abhän­
gigkeit vom Rotationswinkel ändern. Rechnungen 
an Formamid41 und anderen Systemen wie z. B. 
BH3-NH342 (Abb. 1, VI) bestätigen diese Abhän­
gigkeit. Für den „Übergangszustand" bei der ge­
hinderten Rotation des Formamids wird eine we­
sentlich kleinere C-N-Bindungsordnung 7' 41 und da­
mit geringere Kraftkonstante43 festgestellt. Unter 
der Annahme, daß die Bewegung durch die Poten­
tialbarriere im Effektivpotential Vn(x) bestimmt 
wird, kann somit durch Erhöhung der Schwingungs­
anregung der C-N-Valenzschwingung eine Erhöhung 
der Geschwindigkeit der gehinderten Rotation indu­
ziert werden, weil die „effektive Potentialbarriere" 
abgebaut wird. Eine wesentliche Rolle spielt die An­
kopplung von Schwingungsfreiheitsgraden an die 
Koordinate innermolekularer Umlagerungen von 
Protonen in Wasserstoffbrückenbindungen 17' 44. 
Neben einer Änderung der Barrierenhöhe im effek­
tiven Potential V" (x) wird der Reaktionsweg stark 
verformt, wodurch Übergänge zwischen Zuständen 
verschiedener Schwingungsquantenzahlen induziert 
werden. In den Fällen der simultanen Protonen- 
umlagerung im Dimer der Ameisensäure (Reaktion 
VIII) sowie der Protonenbewegung in der intra­
molekularen Wasserstoffbrücke des Malonaldehyds 
(Reaktion VII) ist der Reaktionsweg z. B. s-förmig 
g e b o g e n 45. Die Umlagerung wird sehr stark 
durch angeregte CO-Valenzschwingungen des Mole­
külgerüstes beeinflußt n ' 45. Das System wird quasi 
durch die Energie des Molekülgerüstes angeschoben.
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Anhang A: Transformationstensor gij 
bei gradlinigem Reaktionsweg

Für die kovarianten Komponenten g^ (6.11) er­
gibt sich mit Gin. (6.6 — 6.7)

N / i\ 2

j = 2 \

9u = 9n=  ~  ql a r 2 Xi mit i 4= 1, 

9ii = ai~2 mit »4= 1.

(AI)

(A2) 

(A3)

Gu = ( - l ) 2i+1gu f lg j j=  - g u  II  9a >i=2 7 = 2
7 + » /'ti

d. h. es gilt für die Determinante Gl. (A4) :

9=  n  « r 2+ 2 « r 2W 2f U " 2 j=2 j = 2 k =2
N N

;=2 Ä=2 kfj
und damit

(A6)

(A7)

0 = n « ;  27 = 2
(A8)Alle anderen Elemente verschwinden, d. h. gij ist ein 

Tensor, der nur in der Diagonalen und in der ersten
Zeile und Spalte Elemente aufweist, die ungleich Die kontravarianten Komponenten gli lassen sich
Null sind. Für die Determinante g von g^ ergibt sich aus den g.. und den algebraischen Komplementen
bei Entwicklung nach der ersten Zeile

g = det (gij) = 2 g u Gu
i = i

(A4)

mit dem zu g^ algebraischen Komplement GlK Die 
in Gl. (A4) vorkommenden algebraischen Komple­
mente QU ergeben sich nach Entwicklung der Deter­
minante zu

Et ga7 = 2
(A5)

Gi% direkt bestimmen. Es gilt allgemein 38
g{i = GliIg . (A9)

Anhang B: Matrixelemente von A und A2
Für die Operatoren und ^  gilt 
| n2, . . . ,  ni, . . . ,  Uf) =

(ni + l ) 1/j\n2, . . . ,  ni+ 1, . . . ,n / )  , 
\n2, . . . ,  ni, . . . ,  ti/) = (BI)

ni1' | n2, nj — 1, . . . , « / )  .

Damit ergibt sich nach Gl. (6.24)

A| n2, . . . , n f) = h i x i( t ? - S i+*)\n2, . . . , n f) = i  2 M [ » i  + 1) (7ii + 2 ) p  |n 2, . . . ,  ni + 2 , . . . ,  nf)
i = 2 i = 2

-  [71,(71;-1)] I 7l2 , . . . , n i - 2 ,  . ..,71/) (B2)

und
f f

A2 17Z2 , . . . ,  71/) = i  2  2  {[ (rii + 1) (ni + 2) (Tij + 1) (rij + 2) ]v» | n2, . . . ,  nf + 2 , . . . ,  n, + 2, . . . ,  Uj)
i = 2 j = 2
-  [/Zj (zi, — 1) (n;- + 2) 71/ + 1) ] 1/l 1n2, . . . ,  Ti; 2, . . . ,  71; + 2, . . . , n f)

-  [ (n-i + 1) (tIj + 2) Tij(rij -  1) ]Vl | n2, . . . ,  rij 4- 2, . . . ,  -  2, . . . ,  nf) 

+ [n M i-  1) n}(Tij- l ) ] Vl|/i2, . . r i i - 2 , . n; - 2 , . . . ,  nf)}

+ i  2 ^ i2 { [(ni + l )  (»i + 2) (ni + 3) (Tij + 4) ]Vl | ti2 , . . . ,  Ti; + 4, . . . ,  n/)
i = 2

— 2 (Tl;2 -f Hi + 1) | 7l2, . . . , Tij, . . . , n/)

+ [Tij (Tij 1) (71,-2) (7 lj-3 )]Vi | 7Z2 , . . . ,  Tli — 4, . . . , 71/) . (B3)

Aus den Gin. (B2) und (B3) sowie der Orthogonalitätsrelation
( 7l2 , . . . , Tli , . . . , 71/ | 71,', . . . , 7l/, . . . , nf ) = <5„lW,' , . . . , <5 n/M/' 

lassen sich die Regeln für die Matrixelemente Gin. (6.40 — 6.43) bestimmen.



Anhang C: Transformationstensor 
für kreisförmige Reaktionskoordinaten

Nach Gin (7.1 und (7.2) ergibt sich unter Be­
rücksichtigung von Gl. (6.11)

(■*'-) V  i = 2 \ di /
9u = 9n = -  ^  qi (*i~2 (i = 2, . . . ,  /) 
9a = ai~2 (£ = 2 , . . . , / )  
9ik=0 sonst. (C 1)

Analog zu Anhang A findet man
f f  f

g = det = -  2  gif2 EI ga + fl'n Fl 9}j i=2 7=2 7=2

= r2 f l a r 2 .7 = 2
Die kontravarianten Komponenten ergeben sich di­
rekt nach Gl. (6.12) zu

gU = gii = r - 2 l iqi (£ = 2 ,3 , . . . , / )
^ / W - ^ r t V + a M - i  (»%/>!) - (C3)
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