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Uber der Kopplung von Schwingungsfreiheitsgraden
an die Koordinate intramolekularer Umlagerungen
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Coupling of Vibrational Degrees of Freedom to the Coordinate of Intramolecular Rearrangements

Intramolecular rearrangements A = B are investigated, which can be described in terms of the
motion of an effective quantum mechanical “particle” on an energy surface with at least two
minima. We regard the energy surface as a function of a limited number of relevant internal
degrees of freedom. The rate of isomerization is calculated from the matrix elements of a transition
operator W with respect to the localized quantum states of the two isomers, and the coupling to
the inter- and intramolecular degrees of freedom, not explizitely considered in the energy surface.
It is shown that the matrixelements of W be reduced to integrals over functions of the adiabatic
reaction coordinate of the isomerization, and selection rules for the vibrational quantum numbers
for the motion perpendicular to this coordinate. The degrees of freedom not relevant for the reac-
tion are summarily taken into account by introducing a heath bath in thermodynamic equilibrium
and a simple damping term. Applications are discussed.

I. Einleitung

Molekiile oder langlebige Zwischenkomplexe, die
sich durch mehr als eine mehr oder weniger stabile
Struktur auszeichnen, sind in den letzten Jahren zu-
nehmend zum Gegenstand von Untersuchungen ge-
wihlt worden. Besonderes Interesse galt dabei der
Umlagerungsgeschwindigkeit zwischen den ,,Struk-
turisomeren und der Ermittlung des Umwand-
lungsmechanismus. Beispiele fiir solche direkten Iso-
merisationsprozesse sind viele regulire Umordnun-
gen in Molekiilen mit flexiblem Geriist!. Dazu ge-
horen etwa die Inversionen von Molekiilen und
Molekiilresten > 2 (Beispiel I, II), die Pseudorota-
tion und Turnstile-Rotation trigonal bipyramidaler
Molekiilzentren =7 (Beispiel III —IV), gehinderte
Rotationen von Molekiilresten um Bindungsachsen 28
(Beispiel V—VI) sowie Pseudorotationen der ,,ring-
puckering“-Amplituden in Ringsystemen® ®. Grof3e
Aufmerksamkeit galt auch den Umlagerungen zwi-
schen den protomeren Grenzstrukturen Wasserstofi-
briickengebundener Komplexe 111 (Beispiel VII
bis VIII). In einer Reihe obengenannter Beispiele
ist eine Abschitzung der Umlagerungsgeschwindig-
keit bzw. Umlagerungsfrequenz in Abhéngigkeit von
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der Temperatur aus der Analyse der Bandenstruk-
tur von NMR-Spektren® 5 und aus Mikrowellen-
untersuchungen ® 12 oder anderen spektroskopischen
Daten? moglich, in Einzelfillen, wo die Umlage-

rung in einem Zwischenkomplex einer Reaktions-
kette (siehe Beispiel IV) stattfindet, ergibt sich
diese Reaktionsrate durch Vergleich mit Analog-

reaktionen ¢ oder durch direkte Messungen 2. Eine
detaillierte Kenntnis der Ubergangsmechanismen
vermitteln diese Messungen jedoch in der Regel
nicht.

Allen obengenannten Beispielen ist gemeinsam,
dal} sie sich durch regulire Prozesse? beschreiben
lassen, d. h., daB} sie ohne Offnung oder Neukniip-
fung von Bindungen ablaufen konnen. Wenn wir
einmal von eventuell auftretenden Energieentartun-
gen des Elektronensystems absehen, lassen sich die
beschriebenen Umlagerungen klassisch gesehen als
Bewegung eines Massenpunktes auf einer vieldimen-
sionalen Energieflache, die eine Funktion der Kern-
koordinaten ist, darstellen. Diese Energieflache ist
experimentell, etwa durch Normalschwingungsana-
lysen, nur in der Umgebung der Gleichgewichts-
konfigurationen zuganglich. Durch die rasch zuneh-
mende Leistungsfahigkeit elektronischer Datenver-
arbeitungsanlagen ist es moglich, durch die Berech-
nung der elektronischen Energie eines Systems als
Funktion der Kernkoordinaten bzw. eines Teils die-
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ser Koordinaten Aussagen dariiber zu gewinnen,
iiber welchen ,,Ubergangszustand“ (bzw. Uber-
gangszustinde) eine Umlagerung von einer in eine
andere Struktur stattfinden kann. Gruppentheore-
tische Uberlegungen konnen dazu verwendet wer-
den, die Zahl der Rechnungen durch Vorauswahl
sinnvoller Ubergangsstrukturen drastisch
schrinken 7. Die Ergebnisse dieser Rechnungen
und die experimentell ermittelten Kenntnisse tiber
Teile der Energiefliche lassen sich jedoch nicht di-
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Abb. 1. Beispiele fiir intramolekulare Umlagerungen: Inver-
sion I—1II % 3, Pseudorotation IIl a, IV 5—7 15 und Turnstile-
(»Drehkreuz“-) Rotationen IIIb trigonal bipyramidaler Mole-
kiile; gehinderte Rotationen V—VI 2 41,42 sowie Protonen-
umlagerungen VII—VIII 1% 11,44 (Das Dimer der Ameisen-
sdure wird hier als ein molekulares System aufgefafit.)

rekt mit den kinetischen Daten vergleichen, da auf
der einen Seite den Informationen iiber das Mole-
kiilsystem bei festgehaltenem Kerngeriist anderer-
seits Aussagen tlber das dynamischen Verhalten
gegeniiberstehen.

In fritheren Arbeiten3715 wurde die Geschwin-
digkeit spontaner intramolekularer Umlagerungen
aus der Resonanz von eindimensionalen Quanten-
zustianden, die verschiedenen Isomeren, etwa A und
B, zugeordnet sind, abgeschitzt. Diese Abschétzung
1afit sich auf mehrdimensionale Modelle iibertragen,
solange einerseits die Termdichte fiir die entspre-
chenden Quantenzustinde nicht zu grof} wird und
zum anderen die Wechselwirkung mit den nicht-
beriicksichtigten Freiheitsgraden des Systems ver-
nachldssigt werden kann. Diese letzte Bedingung ist
jedoch in vielen Féllen nicht erfiillt, so dafl im Prin-
zip eine sehr grofle Zahl von Freiheitsgraden fiir die
Lésung der mikroskopischen Bewegungsgleichungen
herangezogen werden muf}. Verzichtet man durch
Vergroberung (coarse-graining) auf einen Teil der
in den mikroskopischen Gleichungen enthaltenen In-
formation, dann ergibt sich fiir die Zeitabhiangigkeit
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der Umlagerung zwischen den Isomeren eine im all-
gemeinen nichtmarkoffsche Bewegungsgleichung, de-
ren explizite Form davon abhiingt, ob die Vergribe-
rung auf alle Freiheitsgrade — wie in den Arbeiten
von Hofacker 16 und Rosch 1718 — den gleichen Ein-
fluB hat, oder ob die Freiheitsgrade unterschiedliche
Behandlung erfahren 1°. Irreversibles Verhalten er-
gibt sich auch dann, wenn man statt der genannten
Vergroberung eine Zeitglittung durchfiihrt, die etwa
der Mitteilung tiber Zeitrdume entspricht, die zur
Messung der chemischen Isomeren notwendig sind 20.
Vergroberung und Zeitglittung lassen sich dadurch
umgehen, dafl man die Isomerisation mit den Me-
thoden der Transporttheorie und des Kubo-Forma-
lismus behandelt 1721, Dies Verfahren wurde etwa
mit Erfolg zur Beschreibung strahlungsloser Uber-
giinge > in Molekiilen, Protoneniibergiingen in sym-
metrischen Wasserstoffbriickenbindungen 17 und der
Dipolumlagerungen in Festkorpern?® angewendet.
Im folgenden wird ein Modell untersucht, bei dem
die Umlagerung zwischen den Isomeren A und B in
erster Niaherung zu beschreiben ist als Bewegung
eines quantenmechanischen ,,Teilchens“ auf einer
Energiehyperfliche, die von einer begrenzten An-
zahl innerer Freiheitsgrade R des molekularen
Systems abhingt. Diese Energiehyperflache (Poten-
tial fir die Kernbewegung) moge zwei Minima, die
durch eine Rinne untereinander tiber einen Sattel-
punkt verbunden sind, aufweisen (siehe Abbil-
dung 2).

Abb. 2. Reaktionspotential fiir intramolekulare Umlagerun-

gen in Hohenliniendarstellung mit Angabe der Reaktions-

koordinate X und dazu senkrechter Schwingungskoordinate

(als Koordinatennetz) ; A, B: Minima der Mulden (A) bzw.
(B), Sp: Sattelpunkt (schematisch).

Die Zeitabhingigkeit moge einerseits durch die
mikroskopischen Bewegungsgleichungen fiir die den
inneren Freiheitsgraden entsprechenden Zustéinde,
zum anderen von der Kopplung dieser Zustinde an
die verbleibenden Freiheitsgrade abhidngen. Die
yauleren Freiheitsgrade werden dabei lediglich
durch stationdre makroskopische Variablen charak-
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terisiert 1% 24, Die Vergroberung erstreckt sich so-
mit im Gegensatz zu obengenannten Modellen 1619
nur auf die ,dufleren” Freiheitsgrade. Ausgehend
von einer generalisierten Mastergleichung, die von
Emch und Sewell ?* fiir ,,offene* Systeme aufgestellt
wurde, wird unter Annahme einiger vereinfachender
Néherungen eine kinetische Gleichung abgeleitet,
mit der einerseits das geddmpfte Verhalten des
Systems aufgrund der dissipativen Wirkung der
dufleren Freiheitsgrade, zum anderen jedoch auch
die in den inneren Freiheitsgraden auftretenden
Resonanzen beschrieben werden konnen.

Durch Entwicklung des Potentials (fiir die Kern-
bewegung in Abhingigkeit von den Koordinaten
der inneren Freiheitsgrade) entlang der ,Reak-
tionskoordinate wird eine Quasiseparation zwi-
schen der adiabatischen Reaktionskoordinate und
den anderen Freiheitsgraden erreicht 22729, Ausge-
hend von obigem dynamischen Modell fiir die Be-
wegung des Systems hin zum Gleichgewicht wird
untersucht, welchen Einflul die Ankopplung der
restlichen Freiheitsgrade an die Reaktionskoordi-
nate sowie die Kriimmung dieser Koordinate auf
die Geschwindigkeit der Umlagerung hat.

II. Klassifizierung der Isomeren

Wir gehen aus von einem gebundenen molekula-
ren System von Atomen und nehmen an, dal} die
Zustidnde des Elektronensystems und die der Kern-
bewegungen durch voneinander unabhingige Mes-
sungen bestimmt werden konnen. Wir beschrinken
uns auf ein Modell, bei dem sich aus den Kernen
zwei chemische Isomere A und B bilden lassen, die
sich durch eine voneinander verschiedene Kern-
anordnung auszeichnen. Eine Umlagerung zwischen
A und B mége ohne Anderung der Elektronenquan-
tenzahl des Systems und damit auch ohne Auflésung
des gebundenen Zustands der Kerne moglich sein.
Weiterhin nehmen wir an, dafl nur ein kleiner Teil
der inneren Freiheitsgrade des Systems fiir die Iso-
merisation relevant ist, so daf} allein die Angabe der
dieser Freiheitsgrade entsprechenden Koordinaten
fir eine Charakterisierung der Spezies A und B aus-
reicht. Wir bezeichnen die Menge der fiir die Reak-
tion relevanten inneren Freiheitsgrade mit {R}, die
der verbleibenden Freiheitsgrade des Molekiils (in-
klusive der Translations- und Rotationsfreiheits-
grade) mit {R} und der #uBeren Freiheitsgrade
(Losungsmittel-, Nachbarmolekiile) zusammenfas-

send mit {X'}. Da die Aufteilung der Freiheits-
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grade in {R}, {R} und {X'} im Hinblick auf eine
eindeutige Charakterisierung der isomeren Spezies
vorgenommen wurde, reicht es aus, analog zu Gol-
den?®’ und Hofacker ! Klassifizierungsoperatoren
P, und Py zur Beschreibung der Isomeren A und B
zu definieren, die nur auf die Freiheitsgrade {R}
wirken. Diese Operatoren mégen simultan meflbar
sein, d. h. [P4, Pg] =0. Aus Griinden der Vollstin-
digkeit definieren wir einen dritten Klassifikations-
operator P, der zu denjenigen Messungen gehort,
die sich keiner der Konfigurationen A oder B zu-
ordnen lassen. Der Satz P, Py, P kann immer so
gewihlt werden, dall die Operatoren Minimalele-
mente einer Boolschen Algebra sind3’, d.h. daf
gilt
Pi Pk =Pi 61'1; (mit i, k=A, B, C)

Py +Pp+Po=T (2.1)

mit dem Identititsoperator Ty . Die Projektionsope-
ratoren P, , Pg und P vertauschen im allgemeinen
nicht mit dem Hamilton-Operator Hy, fiir die Kern-
bewegung des ,inneren“ Systems. Unter Verwen-
dung von Gln. (2.1) lafit sich der Hamilton-Opera-

tor Hy, zerlegen in

HR= (PA+ PB-I-:pc):HR (pA-I-pB-’r-Pc)
=PsHrPa+ PsHrPp+ PcHrPo+ W

=Ha+Hp+Hc+W (2.2)
mit dem Operator
rW=pAHRPB+PBHRPA +PA7‘IRPC

+Pc HRPA +Pp HR Pe +ch‘lk Pg. (2.3)

Die Messung der Energie des molekularen Systems
innerhalb eines Zeitraumes, der kurz ist gegeniiber
der Zeit, in der sich die Konfiguranten wesentlich
andern, konnen aufgefalit werden als Messung der
Operatoren Hy, Hp bzw. He mit den Eigenschaf-

ten 16

[Hi,Pi1=0 (i=A,B,C) .

Bei Vernachldssigung der Wechselwirkung zwischen
»inneren“ und dufleren Freiheitsgraden ist der Ope-
rator W fiir den Ubergang zwischen den isomeren
Strukturen verantwortlich.

(2.4)

Die Eigenfunktionen |[@;4), |p®) und |¢°) der
Operatoren Hy, Hg und Hc sind entweder einer
der Isomeren A bzw. B oder keiner der beiden
(Hc) zuzuordnen. Diese Zuordnung ist derart, daf}
die Struktur A vorliegt, wenn das System durch den
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Quantenzustand |pA) beschrieben wird. Fiir die
Projektoren P, Py und Pe gilt wegen Gl. (2.4)

:pl l ‘piﬂ) =6Zu I (Pi/‘>
(2, u=A,B,C:0;,: Kronecker Symbol) |

Da die Operatoren H, und Hp im allgemeinen nicht
mit Hp vertauschen (moglicherweise im Gegensatz
zu H), sind die Zustinde | @A) und |@P) quasi-
stationdr bzw. virtuelle Zustinde im Raum der Frei-
heitsgrade {R}. Eine eindeutige Festlegung der
Projektoren P4, Py und P ist im allgemeinen un-
moglich; bei der expliziten Konstruktion spielen
pragmatische Gesichtspunkte eine Rolle. Der Defini-
tionsspielraum ist jedoch dadurch eingeengt, daf}

(2.5)

makroskopische Erwartungswerte unabhingig sein
miissen von der speziell getroffenen Wahl. Das schon
friher untersuchte Modell %31 fiir die Bewegung
eines Teilchens im eindimensionalen Doppelmini-
mumpotential 1dt sich ohne Schwierigkeiten auf
den Raum {R} erweitern, wie an den unten behan-
delten Fillen gezeigt werden soll.

II1. Zustande nullter Ordnung,
physikalischer und chemischer Storoperator

Wir wollen unsere Betrachtungen zunichst auf
den Raum der Freiheitsgrade {R} beschrinken. Wir
legen einen Satz von Zustinden {|A;),|B;)} im
entsprechenden Hilbert-Raum zugrunde und for-

dern, daf}

(1) sich diese Zustinde eindeutig einer der iso-
meren Strukturen A oder B zuordnen lassen,

(2) die Zustidnde des Satzes paarweise orthonormal
sind,

(3) die |A;) und |B;) niiherungsweise Eigenzu-
stinde von H,=H, +Hp sind, Abweichungen
im Sinne der Stoérungsrechnung als klein an-
zusehen sind,

(4) die Nichtvollstindigkeit des Satzes {|A;), |B;)}
auf alle folgenden Betrachtungen keinen bzw.
vernachlissigharen Einflufl hat, d. h., daf} gilt

71{%:|A5><Ai’+ SlBj><le- (3.1)
i i

Die Forderungen (1) und (2) lassen sich verhilt-
nismiBig einfach erfiillen 1% 3!, Beschrénken wir uns
auf die unteren Energiezustinde, dann diirfte auch
die Forderung (4) hinreichend gut zu erfiillen sein.
Die Forderung (3) ist sicherlich nicht allgemein
giiltigc. Wir werden uns jedoch auf Modelle beschrén-
ken, fiir die (3) gilt.
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Die Funktionen |A;) und |B;) sind Eigenfunk-

tionen des Hamilton-Operators
Ho' = 2 (|A)EA(A;|+|B)EB(B:]), (3.2)

wobei E und E;” in guter Niiherung mit den
Eigenwerten von H, bzw. Hy iibereinstimmen mé-
gen. Auf die explizite Berechnung dieser Energien
werden wir an spiterer Stelle zuriickkommen. Nach
Forderung (1) sind die Projektoren P, und Py dia-
gonal in bezug auf die gewihlte Basis und vertau-
schen damit H,. Fiir den Hamilton-Operator
H =Hy des Systems Gl. (2.2) erhalten wir

H=Hg=Hy'+ Wy + Wo (3.3)
mit
Wo= S {|AIWA (A |+|BIWE (B}, ]
wy
Wi = (A, |H-EA|A,), ¢ (3.4)
wE = (B,|H-EA|B,) [
und

We= 2 {|A) WP (B,|+|B WM (A ]},
WAE = (A,|H|B,). (3.5)

IV. Zeitliche Entwidklung des Systems

A) Mastergleichung fiir den reduzierten
Dichteoperator

Im folgenden soll davon ausgegangen werden,
dal} die fir die Umlagerung A=B (bzw. A+ M
=B + M) chemisch relevante Information iiber das
betrachtete System sich durch einen reduzierten
Dichteoperator 6 = 6 (¢) beschreiben 14dft, der nur
auf die inneren Freiheitsgrade {R} des Systems
wirkt. Die allgemeine Form der Bewegungsglei-
chung fiir diesen Operator ist gegeben durch die
Master-Gleichung

O i, o 0] +"6]

mit dem Hamilton-Operator H =Hy und dem Re-
laxationsterm I”[5]. Wihrend der erste Term in
Gl. (4.1) die periodische Bewegung beschreibt, die
das System ausfiihrt, wenn keine Wechselwirkung
mit der Umgebung beriicksichtigt wird, bewirkt der
Relaxationsterm I”[c6] ein irreversibles Verhalten
der durch & beschriebenen statistischen Gesamtheit.
Die Dimpfung des Systems wird durch die Kopp-
lung der relevanten inneren Freiheitsgrade an das
.intramolekulare® Wirmebad {R} einerseits und an

(4.1)
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die intermolekularen Freiheitsgrade {X'} anderer-
seits bewirkt. Von einer Reihe von Autoren 16 20: 24
wurden Mastergleichungen fiir Systeme abgeleitet,
fiur die eine Aufteilung in ,relevante“ und ,nicht-
relevante™ Freiheitsgrade moglich ist. Wir fassen im
folgenden alle nichtrelevanten Freiheitsgrade in der
Menge {X} zusammen und nennen {X} das Wirme-
bad. Wir gehen weiterhin davon aus, dal} zu einer
bestimmten Anfangszeit sowohl das System {R}
(abhéngig von den relevanten Freiheitsgraden) und
das Warmebad unabhingig voneinander prépariert
werden konnen. Die Priparation von {X} moge
etwa durch Messung eines Satzes von makroskopi-
schen Variablen, welche Konstanten der Bewegung
sind, feststellbar sein. Die Kopplung zwischen R
und X moge nun derart sein, dal} einerseits die
makroskopischen Variablen des Warmebades sich
zeitlich nicht dndern, die Zeitentwicklung von R je-
doch zum Teil von der Kopplung zwischen X und
R abhingt. Der Hamilton-Operator fiir das Gesamt-
system (System + Warmebad) laft sich allgemein in
der Form

Hiot = Hr + Hy + Hyy

darstellen, wobei die Operatoren Hy und Hx ein-
fache Tensorprodukte sind:

Hr=Jx ® Hr, Hx=Hx ® Jr
und fiir den Wechselwirkungsoperator Hyy gil
Hw ={Xf‘drx(£}d7R V (rs, re)Jx(rx) @ Tr(rr) - (4.4)

s

Dabei bedeuten Hy der Hamilton-Operator, der auf
die relevanten Freiheitsgrade wirkt, und Hx der
Hamilton-Operator fiir die Zustinde des Wairme-
bades, J; und Jx sind Identititsoperatoren, die in
dem Hilbert-Raum wirken, der durch die Eigenzu-
stinde von Hy bzw. Hx aufgespannt wird. Die
Operatoren Jx(rx) und Tr(rz) sind im allgemeinen
Funktionen von Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren fiir die ,,Teilchen® des Warmebades und des
Systems R; rx und rp sind jeweils die Gesamtheit
der Koordinaten im Konfigurationsraum von
Wirmebad und System.

Bezeichnen wir mit § den Hilbert-Raum, der
durch die Eigenzustinde von Hy,; aufgespannt wird,
und mit ¢ den zugehorigen Lioville-Raum, dann
1dft sich die Beschrinkung der Aussagen iiber das
Wirmebad auf makroskopische Konstanten der Be-

(4.2)

(4.3)
t24

wegung durch einen Projektionsoperator G beschrei-
ben, der auf einen Unterraum des Lioville-Raumes
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wirkt und durch Vergroberung alle nichtmakro-
skopischen Aussagen iiber X herausmittelt 24,

Die Wirkung von G auf den Dichteoperator ¢
des Gesamtsystems ist somit gegeben durch

Go=20,(0) D (1) (4.5)

mit dem reduzierten Dichteoperator o () fiir die
Bewegung des an das Wirmebad gekoppelten Sy-
stems. Unter Verwendung von Projektionsoperato-
ren im Lioville-Raum %32 wurde von Emch und
Sewell 2 eine allgemeine Mastergleichung fiir die
Zeitabhiingigkeit des reduzierten Dichteoperators
hergeleitet. Ahnliche Gleichungen wurden auch von
anderen Autoren 16719 teilweise jedoch unter grifle-
ren Einschrinkungen abgeleitet. Anstelle von Gl.
(4.1) ergibt sich die Bewegungsgleichung

t
( d —;—iLCI},-) 6.(t) = -fd' Kg (t—t) o () =I'[5].
de 0

(4.6)
Der Lioville-Operator L. ist durch die Operator-
gleichung

L0 = (Lg+LY)0=[Hr+ VX, 0] (4.7)
mit
VY =[dra TRx {0 (0) [drx V (rx, rr) Tx(rx) }
{R} {X}
“Tr (rr) (4.8)

definiert, wobei TRy andeuten soll, dal die Spur
die Zustinde des Warmebads zu bilden ist. Fiir den
Integralkern Ky (¢) gilt 24

Kr(7) 6 =TRx{Ur(7)Lw ()T (4.9)
t
% exp[ ——iofdt' Q Lw(t') Q] Lw Q\(O) ® G}

mit dem Lioville-Operator Ly, fiir den analog zu

Gl. (4.7) gilt 2

Lw (Ox ® Og) = [Hy, Ox ® Og]

-——{édry%r{;dm V(rx,rg) {Jx(rx)-Ox (4.10)
@ [Tr(rr), Or] + [Ix(rx), 0x]1 @ Og-Tr(rg)}

und den Beziehungen

Lw(2) =U,(—1) Lw U, (2), (4.11)
U, (1) =exp(—i(Lx+Lg)?), (4.12)
Up(2) =exp(—iLgrt) =Tx@exp(—ilge) . (4.13)

Fiir den zeitgeordneten Produktoperator in Gl. (4.9)
findet man mit

Q=1-G

J. Brickmann

und den Identititsoperator | im Lioville-Raum
5

Texp{—-ifd/ QLy(¢)Q}
0

t 4
=1-iQfd' Ly () Q-Q[fds [di Ly ()
0 0 0
QLy(/)Q+ + — — =1+-QM(1)Q. (4.15)
Der letzte Term in Gl. (4.15) beschreibt die Fluk-
tuationen des Warmebades, d. h. die Abweichungen
seines zeitlichen Verhaltens von der durch makro-

skopische Variablen beschriebenen stationdren Ge-
samtheit.

Vernachlissigen wir in Gl. (4.15) diesen Term,
dann ergibt sich fiir den Relaxationsterm I' nach

Gln. (4.6) und (4.9)*:
i
I'[6]=—-fdf TRy
0
{Ur(t—1)Lw(t—t)Lwex(0) @ ()}

! - o
= —[dre " TRy {e!* =
0

[Hy, e #o [Hy, px(0) (4.16)
® G (l’) ]eiot]e—i J?’gr} ei-;fut
mit oy Tz A+ Hy» (4.17)

Gehen wir iiber ins Wechselwirkungsbild, dann wird
mit

Hiy (0) e Pt HygemiFut - (4.18)
fir den Dampfungsterm

t
I'(o ]=—6fdtTRx (4.19)

{[Hy (1), [Hw (t—1),8 x(0) ® 6* ()11} .

Wir beschrinken uns auf den Fall, wo fiir die Zeit-
entwicklung des reduzierten Dichteoperators inner-
halb der interessierenden Zeitskala nur endlich viele
Eigenzustiinde (etwa N) von Hy bzw. des effektiven
Hamilton-Operators Heg; =Hg + Vg™ [siehe Gl
(4.7)] merklichen EinfluB haben. Unter der Vor-
aussetzung, dafl die Korrelationszeit sehr kurz ist
und das Wirmebad sich im thermodynamischen
Gleichgewicht

ox(0) = Qxexp (—BHx), f=1/kT

Ox 1=TRx (exp{ — BHx}) (4.20)

* Anm. der Redaktion: Aus drucktechnischen Griinden
muBten im Text (H) und im Exponenten (") verschie-
dene Typen fiir den Hamilton-Operator verwendet wer-
den.
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befindet, 1aft sich I'[c *] vereinfachen
+ o0
I'[6*]~ 3} [dr Q4 TRy (4.21)
A{[AY ), [Hy (-1, e @ o* ()11}

Daraus wird mit den einschrinkenden Bedingun-

gen 34
c*—1/N| <1, (4.22)
F[G*] =QxTRx{%fdt,[}~I:\' (t),
[Hy (¢),7x ® (6*— 69)11e @ Tx}  (4.23)
und damit
I'o] - —1Qx TRy {fa¢ [y 1),
[e=F #a-t) Hy (£) el Fat-t),  (4.24)

Ix ® (6 — 09) 11 e #*xTg}

mit dem reduzierten Gleichgewichtsdichteoperator
Og=QRpe P¥r, Qp~1_TRg(e#¥r). (4.25)
In dieser Ndherung bewirkt somit die Kopplung des
Systems R an das Widrmebad X, dafl das System
zum partiellen thermodynamischen Gleichgewicht
hin gedampft wird. Die Giiltigkeit von Gl. (4.25)
héngt einerseits davon ab, ob die Ungleichung (4.22)
erfillt ist, zum anderen jedoch auch davon, ob die
Matrixelemente von Hyy in bezug auf die Zustinde
des Wirmebades eine hinreichend langsam ver-
dnderliche Funktion sind. Wir werden an dieser
Stelle und im folgenden vom Dampfungsterm Gl.
(4.24) ausgehen, da der Schwerpunkt dieser Arbeit
nicht darauf gelegt ist, Eigenschaften des Warme-
bades explizit zu untersuchen. Es soll vielmehr zu-
nichst der EinfluB der Form von H.; auf die Ge-
schwindigkeit von intramolekularen Umlagerungen
ermittelt werden. Zu diesem Zweck reicht eine rela-
tiv pauschale Behandlung der Démpfung in den
meisten Fillen aus. An anderer Stelle soll auf eine
detaillierte Behandlung des Relaxationsterms ein-
gegangen werden 3.

Die einfachste Form eines Wechselwirkungsterms
ist gegeben durch

Ay =Wz ® Wr. (4.26)
Damit wird aus Gl. (4.24)
I'[o] = —-lrfdt'g(t—t') (4.27)

[WR, [e—i Hp(t-1) 'WR ei.#’R(t—t'), G — '50]]
mit
g(t—1) =Qx TRx (Wx (t) Wx (') e~# *x)
=Qx 3 SI-NEO|(f| Wx|f)ff e (4.28)
r r
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wobei |f) und |f') Eigenzustinde von Hx mit den
Eigenwerten f und f sein mogen.

Wegen der hohen Termdichte im Wirmebad kén-
nen wir die Summationen in Gl. (4.28) durch Inte-
gration ersetzen und erhalten fiir die Korrelations-
funktion

9(0) =2x[Y D (et

'_fd/'D(f')ei("")’f(f! Wx|f)E.  (429)
Dabei ist D(f) die Termdichte im Warmebad. Ge-

hen wir davon aus, dall das Matrixelement des Stor-
operators in Gl. (4.29) lediglich eine langsam ver-
inderliche Funktion der Differenz w = f — f’ ist, d. h.

[ W) B=Wx2(f-F) (4.30)
und setzen wir fiir die Termdichtefunktion:
D(f)-D(f)=D,(0)D,(f—f). (4.31)

Dann ergibt sich aus Gl. (4.29) mit Gl. (4.20)

9(0) = [do D (@) W2 (@),  (4.32)
d. h. g¢g(7) ist die Fourier-Transformierte von
D, (w)W*(w). Die Ndherungen Gln. (4.21) und
(4.23) sind nur dann hinreichend gut zu erfiillen,
wenn diese Funktion sehr langsam verdnderlich ist.

Wir beschranken uns hier deshalb auf den Fall

D, (w)Wx2(w) =D, Wx®=const (4.33)
und erhalten mit
[dw e =273 (1) (4.34)
fiir die Korrelationsfunktion
g(x) =2aD, Wx2d(z) . (4.35)

Dabei ist D, eine mittlere Spektraldichte fiir das
Phononenspektrum des Wirmebades und Wx ein
gemitteltes Wechselwirkungsmatrixelement. Fiir den
Relaxationsterm Gl. (4.27) ergibt sich in dieser
Naherung

F[G] = ""anWX2 [WR’ [wRa c — 0.0]] .
(4.36)

Dieser einfache Relaxationsterm ist als Resultat von
einer Reihe von vereinfachenden Annahmen aus dem
»exakten® Dampfungsterm Gl. (4.6) abgeleitet wor-
den. Mit Hilfe der Storungsrechnung niedriger Ord-
nung und der Annahme extrem kurzer Relaxations-
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zeit kommt man zum gleichen Ergebnis 4. Der Vor-
teil der hier gegebenen Darstellung liegt darin, daf}
bei genauerer Kenntnis des Warmebades und der
Kopplung zwischen System und Warmebad sofort
der diese Information herausmittelnde Niherungs-
schritt weggelassen werden kann. Ist etwa aus ex-
perimentellen oder theoreitschen Untersuchungen die
spektrale Verteilungsfunktion Wx?(w) und Spek-
traldichte D () bekannt, dann konnen wir statt der
Korrelationsfunktion ¢(7) Gl. (4.34) die Fourier-
Transformierte Gl. (4.32) verwenden. An anderer
Stelle > werden verschiedene Modelle fiir W2 (w)
und D (o) und die daraus folgenden Konsequenzen
diskutiert.

Der effektive Hamilton-Operator Heyp = Hg + VW
Gl. (4.7), der die periodische Bewegung des redu-
zierten Dichteoperators bestimmt, ist nach der Defi-
nition von Vg% Gl. (4.8) im allgemeinen abhingig
von den makroskopischen Variablen des Wirme-
bades. Bei dem von uns gewdhlten Kopplungsterm
Gl. (4.26) f{fallt diese Temperaturabhédngigkeit von
P jedoch heraus. Nach Gl. (4.7) ergibt sich:

VeV =0Qx TRx {e‘ﬁ #x Wx} Wr =TVX Wy (4.37)
und damit fur die gesuchte Bewegungsgleichung

((luc = —i[Hg + VgV, o]
= .‘(D[KVR“Y. [7/RW, = 60]] = (4.38)
Unter Verwendung des Lioville-Operators Gl. (4.7)
Lreax = Lttr —i 7D LgW-LgW (4.39)
wird daraus
d G/dt =—1 LReuk oc+aD LRW LRW Og - (4.40)
Wie oben erwihnt, wollen wir unsere Betrachtun-
gen auf endlich viele Zustinde des Hilbert-Raumes
beschrinken, der durch die Eigenzustinde von Hg
aufgespannt wird. Fiir die endliche Dichtematrix
gilt dann in Analogie zu Gl. (4.40)

do/dt = Kg..x® 0 +T(f) . (4.41)

d.h. wir erhalten fiir die Komponenten o der
Dichtematrix in bezug auf eine geeignete Basis ein
lineares Differentialgleichungssystem mit konstanten
Koeffizienten und einem inhomogenen aber eben-
falls zeitunabhiingigen Anteil. Der Tensor Kgeax
ist nicht hermetisch, wie ein Vergleich zwischen
Gl. (4.40) und (4.41) zeigt. Es gilt

(KReak ® ) i = (i — i Lyear -0 | k)
= z (KReak)ik, im Otm -

im

(4.42)

J. Brickmann

Nehmen wir an, dall fir Kg., /N*unabhingige
Eigenmatrizen o, , ...., 0)* existieren deren im all-
gemeinen komplexe Eigenwerte 1;, ..., 1y* einen
negativen Realteil haben, dann laft sich die vollstin-
dige Losung von Gl. (4.41) in der Form
x
o(t) = 2 ¢ e o (1)

1~1

(4.43)

angeben, wobei o1y;(¢) eine spezielle Losung der in-
homogenen Gleichung ist und die Koeffizienten c;
sich aus den Anfangsbedingungen o =0(0) erge-
ben. Ersetzen wir in Gl. (4.40) o, durch

G(.{R = exp( - ﬂ 7'leff)/TR exp ( —ﬂ Herr) (4.44)
dann wird aus (4.43) mit UIH(t) =o%n
N
(0—o0%kr) = 2 ciole = Z cio'(t (4.45)
iz1

Das System bewegt sich unter geddmpften Oszilla-
tionen hin zum partiellen Gleichgewicht (siehe Ab-
bildung 3). Dabei wurde angenommen, daf} keiner

N/m Ammf

__M_

wu, R:(A 't

Abb. 3. Realteil eines Matrixelements von oi(t) fiir den
Fall, daB8 fiir den Eigenwert 4; gilt: a) |Re 4;| <|Im 4;|;
b) |Reli| == |Im 2;| (schematisch, beliebige Einheiten).

<.(|(1)!§|r)au

P

der Eigenwerte identisch verschwindet. Sollte dies
nicht der Fall sein, konnen durch eine Neudefinition
des inhomogenen Terms in Gl. (4.40) bzw. Gl. (4.41)
diese Schwierigkeiten umgangen bzw. durch Wahl
geeigneter Anfangsbedingungen die konstanten An-
teile auf der rechten Seite von Gl. (4.45) unter-
driickt werden.

B) Berechnung der Reaktionsgeschwindigkeit

Die im voranstehenden Abschnitt gewihlten Ba-
siszustinde |7) zur Berechnung der Matrixelemente
von ¢ sind dort nur insoweit festgelegt worden, dal}
sie einen Unterraum desjenigen Hilbert-Raumes auf-
spannen sollen, der durch die Gesamtheit der Eigen-
zustinde von Hy definiert ist. Wir werden im fol-
genden von einem Satz von Basisfunktionen |7) aus-



Schwingungsfreiheitsgrade bei Isomerisationen

gehen, der durch N Eigenzustinde von H, (siehe
IIT) gebildet wird. Wir treffen dabei die Konven-
tion, dafl Zustinde mit den Indizes 1 bis N, der
Isomeren A, diejenigen mit Ny +1 bis N der Iso-
meren B zuzuordnen sind. Formal konnen wir die

endliche Basis durch
e =4l thed=1,s0s H}

={lA1), |As), ..., | Ay a)s [Byass, -
beschreiben.

Fiir den Projektionsoperator P, ergibt sich da-

(4.46)
. ’ BV)}

mit
Na
P SIAN A~ 21001 @

Setzen wir die Kenntnis von o(¢) Gl. (4.45) vor-
aus, dann finden wir fiir die Reaktionsgeschwindig-

keit v4—p, wenn wir mit X5 den Molenbruch (Zahl
der Mole der Isomeren A/Gesamtzahl der Mole

A +B) bezeichnen:

d d
VASE = g, Py )= dt"TR(GPA)
d __dXA
=TR{<—dt c) PA}— L (4as)

Wir ersetzen die Operatoren durch die entsprechen-
den endlichen Matrizen, was wir hier sicher tun
kénnen, solange keine Kontinuumszustinde fiir die
Umlagerung eine Rolle spielen und erhalten mit

da g i ,Ait
P = .21 ci ).iO' & :(21#0) (4.49)
Na N " -
vaug = 2 2 cihioifieti(l;+0) .  (4.50)

j=1i=1

Bei sehr schwacher Dampfung werden die Eigen-
werte /; nahezu rein imaginir, d. h. die Zeitabhan-
gigkeit wird im wesentlichen durch die Resonanz
der Zustinde |i) bestimmt (siehe Abbildung 3). Er-
reichen die Matrixelemente im Ddmpfungsterm die
gleiche Groflenordnung wie die Resonanzterme,
dann beschreibt Gl. (4.50) ein kompliziertes System
von geddmpften Schwingungen. Der geschwindig-
keitsbestimmende Term wird durch denjenigen
Eigenwert festgelegt, dessen Realteil den kleinsten
Betrag hat. Die Eigenmatrizen ¢/ und Eigenwerte
des Reaktionstensors K., bzw. des entsprechenden
Lioville-Operators hidngen im hier vorlgelegten Mo-
dell ab von der Dampfungskonstante D (Spektral-
dichte des Wirmebades) einerseits und von der
Form des Didmpfungsoperators 7%V und des Hamil-
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ton-Operators Hy fiir die reaktiven Freiheitsgrade
{R} andererseits. Wir waren davon ausgegangen,
dal} eine Aufteilung des Gesamtsystems in fiir die
Isomerisationsreaktion relevante und nichtrelevante
Freiheitsgrade {R} und {X} méglich ist. In bezug
auf die Basis der lokalisierten Zustinde Gl. (4.46)
bzw. die entsprechende vollstindige Hilbert-Raum-
basis folgt daraus, dall die Matrixelemente
(i | VRV | k) des Dampfungsoperators nur dann we-
sentlich von Null verschieden sein konnen, wenn die
Zustinde |7) und | k) der gleichen Isomeren A und
B zugeordnet sind, d. h. es muf gelten

VeV = ]Z ;{!AiHAiIFI}RWlAJ‘)(AiI
+1B;) (Bi| V% | B;) (B} .

Der Dampfungsoperator hat somit formal die gleiche
Form wie der ,physikalische“ Storoperator Wp.
Fiir den Fall, da PrW nahezu proportional zu Wp
wird, 146t sich dieser Operator formal aus der Be-
wegungsgleichung (4.38) durch Neudefinition der
Déampfungskonstanten entfernen und die Bewegungs-
gleichung wird nur noch von den Matrixelementen
von Hy', Wi und Wp abhingig.

In den nachfolgenden Abschnitten wollen wir an-
hand einfacher Ansatze fiir das ,,Reaktionspotential“
in Abhéangigkeit von den Konfigurationskoordina-
ten, die zu den relevanten Freiheitsgraden gehoren,
untersuchen, welchen Einflul bestimmte Potential-
parameter auf die Matrixelemente von W und Wp

haben.

(4.51)

V. Reaktionskoordinate und

Schwingungszustéande

In den vorangehenden Abschnitten wurde gezeigt,
dal} sich die Reaktionsgeschwindigkeit fiir eine in-
nermolekulare Umlagerung unter gewissen Ein-
schrankungen aus den Losungen eines inhomogenen
linearen Differentialgleichungssystems mit konstan-
ten Koeffizienten bestimmen ldft. Die Koeffizienten
dieses Gleichungssystems setzen sich im wesentlichen
aus den Matrixelementen des physikalischen Stor-
operators Wp und des chemischen Operators Wq
in bezug auf die gewihlte Basis |A;), B;) zusam-
men. Die explizite Berechnung dieses Matrixelements
setzt somit die Kenntnis der lokalisierten Wellen-
funktion als Funktion der den relevanten Freiheits-
graden entsprechenden Koordinaten voraus. Da die
Losung der Schrodinger-Gleichung fiir die Kern-
bewegung eines wesentlich nichtharmonischen Sy-
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stems schon bei zwei Freiheitsgraden erheblichen
Aufwand erfordert 36, soll versucht werden, die Be-
stimmung der Matrixelemente auf die Berechnung
eindimensionaler Integrale zu reduzieren. Wir wol-
len annehmen, daf} sich das Potential V =V (rp)
fir die Kernbewegung in Abhingigkeit von den
relevanten Freiheitsgraden aufspalten 1afit in einen
nichtharmonischen Anteil, der nur von wenigen Frei-
heitsgraden r, abhingt, sowie in einen zweiten Teil,
der nur harmonische Anteile enthalt, bei dem die
Koeffizienten jedoch langsam verdnderliche Funk-
tionen von r. sein sollen. Wir werden uns darauf
beschrianken, daf} r. die Dimension eins hat. Dann
entspricht diese Koordinate der adiabatischen Reak-
tionskoordinate 2727, Sollte eine eindeutige Fest-
legung einer solchen Koordinate aufgrund des ge-
gebenen Potentials nicht moglich sein, dann muf} die
Dimension von r. erhoht werden. Entlang der Ko-
ordinate r,, soll das System nach dem oben Gesagten
Oszillationen ausfiihren konnen, deren Frequenz
und damit Energie vom Ort r, abhingig ist.

Zur Beschreibung der Schwingungsbewegung ent-
lang r, verwenden wir einen Satz von Oszillatoren
mit den Schwingungsquantenzahlen n=(n, ..., ny),
wobei n stellvertretend fir den Satz der Quanten-
zahlen steht und s die Dimension des durch r, auf-
gespannten Raumes ist. Wir wihlen die Zusténde
nullter Ordnung in der Form

|A) =lr)am), [B.)=[n}[bw)  (5.1)
und verlangen, daB die |a;) und |b;,) Eigenzu-
stinde der Diagonaloperatoren
Ho*= (n|Ho|n) = (n|Ha+Hz|n) (5.2)
sind. Durch diese Wahl wird die Forderung (3) in
Abschnitt IIT erfiillt.
Es gilt fiir festes n

Ho | ain) = Ea| ain) (5.3)

oder

f]-{0!1 ’ biﬂ> = EITIBII bin) . (54)
Damit wird der Operator H," (Gl. 3.2):

Z {l Iam>Em am 1(”‘
+|n) bin | EB (bin|(n]} (5.5)

und fiir ‘W, und W, erhalten wir analog
Wp= Z %:In>{|ain> (ain“n]}l

=Hy'[")lain) (@ | (5.6)
‘*‘lbin} (bin|H—Ho ‘"’>|bin') (bln'l}("’l
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und
We=2 \]|n {[am aml "ItH J‘lo‘n Ian <b1nI
(D7)

+Ibm bm(”l}l_}lo In Iain'><ain'|} n |

In den folgenden Abschnitten werden wir fiir das
Modell eines gradlinigen und eines kreisférmig ge-
krimmten Reaktionswegs zeigen, dafl} die Matrix-
elemente der Operatoren sich aus allgemein giiltigen
Auswahlregeln in bezug auf die Schwingungsquan-
tenzahlen sowie der Kenntnis der zu den Zustinden
la;,) und "b;,,) gehorigen Eigenfunktionen im Orts-
raum der Reaktionskoordinate bestimmen lassen.

VI. Gradliniger Reaktionsweg

A) Hamilton-Operator

Wir gehen aus von einem molekularen System
von [ relevanten Freiheitsgraden fir die Kernbewe-
gung und nehmen an, daf}

1. eine Umlagerung zwischen zwei moglichen Iso-
meren entlang einer gradlinigen ,,Reaktionskoor-
v =z! stattfinden kann (siehe Abbildung 2),

2. die Freiheitsgrade senkrecht zur Reaktions-
koordinate durch verdnderliche Schwingungsfrequen-
zen an diese Koordinaten gekoppelt sind, da} das
System senkrecht zu z jedoch nahezu harmonische
Bewegungen ausfiihren kann (keine starken Anhar-
monizititen in dieser Richtung).

Der Hamilton-Operator Hy des Systems ist in
massengewichteten karthesischen Koordinaten 21...2/

dinate*

in der Form 29
Rt L 32
H=— 9 —21 D2 +V (2, ...,2). (6.1)
gegeben.

Die Annahmen (1.) und (2.) beinhalten, daf} das
Potential entlang der Koordinate = 2 eine ,,Rinne®

aufweist (siehe Abb. 2), d. h. es muf} gelten
(V[ s at g =0 (=2, ... )
und wir kénnen das Potential entwickeln 26
V(zl...,zl) =V, (2!)
+t f_z(anf/axi Baf) e

(6.2)

(6.3)
=zf=0xixf e
Durch geeignete Wahl der Koodinaten 22, ..., 2/

verschwinden die gemischten Glieder in dieser Ent-
wicklung 26 und wir erhalten naherungsweise

V(s al) = V(o) +,'zz(wf2(xl>/2)xf2 (6.4)
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mit der klassischen Oszillatorfrequenz w;(«!) ent-
lang der i-ten Koordinate. Die Frequenzen w; sind
Funktionen des Reaktionsweges. Wir werden im fol-
genden von der Naherung (Gl. 6.4) ausgehen, d.h.
senkrecht zur Reaktionskoordinate nur harmonische
Bewegungen zulassen. Der Hamilton-Operator fiir
die Schwingung entlang der i-ten Koordinate ist
dann gegeben zu

2
Hyip (2f) = — S

h? " o (zt) 2

2 B 2 (6:5)

Durch Einfithrung generalisierter Koordinaten

¢ =a; (6.6)
mit
0 (2!
ay=1; a?= ‘9Lg ) =2, f) (67)
wird aus Gl. (6.5)
; h (,)i(’fl) d2 -
Hyin (') = B ( dg® +4q ) . (6.8)

Dadurch, dal die ®; noch Funktionen der Reak-
tionskoordinate
z=2l=g!

(6.9)

sind, sind die Koordinaten g’ nicht linger ortho-
gonal, d. h. wir mussen den Hamilton-Operator nun-
mehr in der Form 27> 28, 37

Rz ! ) g O
_ by —1/2 ' gl .
7’{ 2 i’]_L;l.q aql q g a(]]
R :
+Vo(qt) + 222 w; g% (6.10)
_ kK2 2 f
17— h? | @ > 3 @

2 > g ~ =~
2 Qa2 % j=e i1 8q7 Qx

- S
+Zz)}l/]q aql q] aq]}

i,j=2

nach Einfilhrung von Phononenerzeugungs- und

Vernichtungsoperatoren 26
4%, ¢; mit
1 3
“= ysle+ ag)
1 f; ©
£t — — i — 21
b= (q aq,>, (6.21)
fiir die die Vertauschung
(4,61 =1 (6.22)
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angeben. Dabei ist g der konjugierte Tensor zum
metrischen Tensor g;;. Die ¢¥/ und g;; sind symme-
trisch in 7 und j. g;; ist kovariant. g/ kontravariant
gegeniiber Koordinatentransformationen %%. Im ein-
zelnen gelten die Relationen 27 38

L 32* B
. o SE X 11
Gij ¥21 9g' 3¢ (6.11)
. L 3¢ Jgf
i .
7= 21 3k Bat i)
-
2 9% gri =0, (6.13)
k=1
g =det(g;;) . (6.14)

Fiir die Transformation Gln. (6.6), (6.7) erhalten
wir (siehe Anhang A)

f
g=1la™2, (6.15)

i=2
git-1, (6.16)
gl=gi=Liq' (i=2,...,f), (6.17)
g1=%2iq ¢ +a?d; (i,j+1), (6.18)

wobei
L (6.19)
a; dx

gesetzt wurde. Damit ergibt sich fiir den Hamilton-

Operator Gl. (6.10)

! h(})i a2 -
+]-§2 2 (“ q° +‘1]“) +Vo(2) (6.20)
gilt, wird aus Gl. (6.20)
H= ﬁj{az + $ yep-tmon 2
T 7 2 | 3a2 i " — -3
f s
vt 35 (32) wr-air-n

f
+% 2 /‘~i'{j(ﬁi2*ﬂi+2“l)(51‘2—&;2—1)}
i j=2

(2446 +1) + V() .

h w;
: (6.23)



1770
Setzen wir
f
A=% > L(£2-¢1?), (6.24)
i-2
dann finden wir unter Beriicksichtigung von
1 d
> li=— :
,-‘Zg/l 9 de Ing (6.25)
fiir den Hamilton-Operator
h? | 32 1 dlng B
e 2 ax2+ 2 dx Ox +2Aax
L1 dlng'z+ 1 (dlng)
S 16 dx 2 dx (6.20)
1@ , (a g
4 a2 09 Ty A)+A}
I hao;
3 @A) 4V (@)

Daraus ergibt sich in schwingungsadiabatischer
Niherung der effektive Operator H,= (n|H|n) zu

’ ,‘ h D
Ho=T 4 Vo) + > )7 2m+1) +
R L
- > 22 (x) (n+ni+1)
4 i
V(x)
(A) (B)

(A)

J. Brickmann

mit
, k2| o2 1 dlng 9 1 (dlng
T=-9132"2 a 3¢+16(dx)
1@
- 1 de? (Ing) } (6.27)

Die Eigenfunktionen dieses Operators (bzw. des
entsprechenden Operators H,") lassen sich in Form
eines Produkts 2

i (x) =g~ " 2" () (6.28)

darstellen. Fiir y"(z) gilt dann die Eigenwertglei-
chung

[_ B? &

+ V() | 4" (x) =E" g (x) . (6.29)

2 da?
Wir erhalten die Schrodinger-Gleichung fiir eine ein-
dimensionale Bewegung. Das Potential

I ho;
Pra) V@ + 3 PO

=2

(2n;+1) +

Rz L
5 2 A2 (nE+n+1)
)

Lo (6.30)

ist im allgemeinen ein Doppelminimumpotential,
dessen Form einerseits durch das adiabatische Po-

V(x) V(x)

(8) (A) (8)

S =Y

Abb. 4 a

Abb. 4Db

Abb. 4 ¢

Abb. 4. Effektives Potential V7 (z) fiir die Bewegung entlang der Koordinate z fiir verschiedene Ankopplung der Schwin-
gung senkrecht zu z: a) Erniedrigung der Potentialbarriere, b) Erhohung der Potentialbarriere, ¢) Energieverschiebung der
(Minimadifferenz (schematisch).
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tential ¥ (x) und zum anderen durch die Oszilla-
tionsfrequenzen ®;(x) und die entsprechenden
Quantenzahlen n; bestimmt wird. Am Beispiel eines
einzigen Schwingungsfreiheitsgrades senkrecht zur
Reaktionskoordinate z ist dieser Sachverhalt in den
Abb. 4 a—c wiedergegeben. Ist die Schwingungs-
frequenz w (z) im Bereich der Barriere geringer als
im Bereich der Mulden, dann wird die die Minima
trennende Barriere je nach Wert der Schwingungs-
quantenzahl n mehr oder weniger stark abgesenkt
(sieche Abbildung 4 a). Diese Absenkung kann so
weit gehen, dafl der Doppelminimumcharakter der
Potentiale sogar vollstindig verschwindet (Abb. 4 a
fiir n=3). Alternativ zu dem eben genannten Fall
ist die Ankopplung einer Schwingungsfrequenz an
das Potential in Richtung der Reaktionskoordinate,
bei dem @ im Bereich der Barriere grofler ist als
anderswo und somit fiir steigende n die effektive
Barriere erhoht wird (siehe Abbildung 4 b). Rea-
listischer ist es, wenn  (z) iiber den Bereich der
beiden Mulden verschiedene Werte annimmt (Ab-
bildung 4 ¢). Durch einen solchen Fall werden die
Energieniveaus der beiden Mulden bei Anderung
der Schwingungsquantenzahl gegeneinander ver-
schoben, d. h. ein quantenmechanisches Teilchen,
das sich entsprechend dem Potential V" (x) bewegt,
wiirde sich bei niedrigen Energien je nach Schwin-
gungsquantenzahl n bevorzugt im linken oder rech-
ten Potentialbereich aufhalten. Die zur Konstruktion
der Eigenfunktionen des Operators H," notwendi-
gen lokalisierten Funktionen y,” und ;" lassen
sich, wie schon frither beschrieben 3!, aus dem effek-
tiven Potential J”"(z) gewinnen. Beschridnken wir
uns bei unseren Betrachtungen auf Zustinde mit
einer Energie, die etwa wesentlich kleiner sein moge
als eine vorgegebene Grenzenergie E,«, dann sind
die 74" und y" Eigenfunktionen der Operatoren

HA”?‘—T—!—VAn; 7‘[3”=7+VB" (631)
mit der kinetischen Energie J und den Potentialen

V(%) fiir 252,

n_
VA - {Emax fur I>x0" (6.32)
sowie
Vo' (z) fiir ¢ =",
VB" = {Emax fur :L‘<g:0" . (633)

Dabei wurde angenommen, dafl das Maximum der
Barriere bei z =" liegt.
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Durch die Konstruktion von H” und Hp" be-
dingt, sind die Eigenzustinde y," und y;" dieser
Operatoren iiber zwei Bereiche des Ortsraums loka-
lisiert 31,

B) Matrixelemente von ‘W, und W,
Nach Gl. (3.4) und (3.5) ergeben sich die Ma-

trixelemente der Storoperatoren W, und W, aus

der Differenz von H und H,’. Mit

97" 1o (@) = (bin | %)
(6.34)

9—"‘ Lai" (2) = (@in I x)3

ergibt sich 27
(Wp o = (ainl<n‘j{_}[0, I n"> l ai",)

= [ g (™" 1) (n | H =T | )

(g—l/a xaj’n')
= fdx Xai”(an 6,"" + W) xaj”’ (6.35)
mit Wp" — Hr — H,» (6.36)
Rl 814 .,
und W= — ~ H’\ axL AND)
CR(.8 . B .
= {‘\ % + 2% A+ A\DI (6.37)
K2 3

-- {2 As, +(2£)+A%m},

wobei A%p nur dann nichtverschwindende Matrix-
elemente hat, wenn sich die Schwingungsquanten-
zahlen der entsprechenden Zustinde unterscheiden.
Der ,diagonale“ Anteil von A 2 wurde in V" (x)
bzw. V" (), V" () beriicksichtigt.

Analog findet man

(WC) %IIJI = f dr Zain (rWDnann' ot W) Xbin/ . (638)

Fiir den Fall eines symmetrischen effektiven Poten-

tials V7"(z) =V"(—2x) lassen sich die Matrix-

elemente von Wp" abschiitzen 14:

Jdx g0 Wor " = — YAE] 8y, (6.39)

wobei 4E; die Energieaufspaltung der symmetrie-
entarteten Zustinde y," und 73" darstellt:
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Die Matrixelemente des Storoperators W konnen
nur dann von Null verschiedene Werte annehmen,
wenn gilt

[n) =|ngy.e,m)=|ngs..conf)y=|n") (6.40)

bzw. |ngy...,my)=|nys...oni£2, ..., n/)
(6.41)

oder |ng,...,n)=|nys....,n¥ x4, ...,n)
(6.42)

o) =|nys...on’t2,n 2,

..,n,’)

oder |n,,..

(6.43)

mit i,j=2,...,f, wie sich aus den Matrixelemen-
ten von A und A 2 ergibt (siehe Anhang B).

Sind die Frequenzen ®;(x) nur langsam ver-
dnderliche Funktionen, dann konnen wir in guter
Niherung den Term A2 im Potential 7*(z) und im
Storoperator W vernachldssigen und erhalten

L hw;(x)

Vr(z) =~ Vy(z) + 2 (2n;+1);
iz 2

W ~ l‘i, 9 ] . (6.44)
ax +

Die Sitze n und n” mogen sich etwa in der Quanten-

zahl n; unterscheiden, dann ergibt sich fiir die bei-

den einzigen nichtverschwindenden Matrixelemente

von W (siehe Anhang B):

2
(W) g = — T [(s+1) (ns+2)]"

2
i n+2 [ 9 a 4 1 a;l ol
X_{Odeaz' (\'{i 3 ' 8 8x>l'" s
(6.45)
(We) s o m = (8%/2) [ (ni— 1) n;]"

= ) 1 34
n—2( ). L L)
X_{odzxaz <;~z ax I 9 ax >Zbr .
(6.46)

Fiir die entsprechenden Elemente von W, gilt Ana-
loges.

Damit lassen sich sidmtliche Stérungsmatrixele-
mente im Rahmen des angenommenen Modells allein
aus der Kenntnis der eindimensionalen Eigenfunk-
tion " der Diagonaloperatoren Gl. (6.5) bestim-
men.

Besondere Bedeutung kommt den Matrixelemen-
ten von W zu, wenn die entsprechenden Quanten-

J. Brickmann

zustdnde etwa x;¢ und 2% in Gl (6.46) energie-
entartet oder fast entartet sind. Ebenso wie im Falle
der symmetrieentarteten Einmuldenzustinde sollten
auch zwischen diesen Zustinden bei hinreichend ge-
ringer Termdichte Resonanzen auftreten, so dal}
etwa spontane Ubergiinge zwischen Zustinden indu-
ziert werden, die ohne Beriicksichtigung der Schwin-
gungen senkrecht zum Reaktionsweg nicht oder nur
mit geringer Wahrscheinlichkeit auftreten wiirden.
In Abb. 5 ist der Fall schematisch wiedergegeben,

tVi(x)

Abb. 5. Resonanz zwischen Zustinden, die zu unterschied-
lichen Schwingungsquantenzahlen gehéren (schematisch).

wo durch Ankopplung von zwei Freiheitsgraden die
Resonanz zwischen zwei Zustinden gleicher Energie
E, jedoch unterschiedlicher Quantenzahlen, erreicht
wird.

Das Auftreten von starken Resonanzen zwischen
Quantenzustianden verschiedener Isomeren mit unter-
schiedlichen Schwingungsquantenzahlen bedeutet,
dal es bei geringer Termdichte Eigenzustinde des
zum mehrdimensionalen Doppelminimumproblem ge-
hérigen Hamilton-Operator H geben muB, die sich in
erster Niherung als Linearkombination von Ein-
muldenzustinden entsprechender Quantenzahlen dar-
stellen lassen. Solche Zustinde sind bei Modellrech-
nungen iiber die Ankopplung der X-H-Deforma-
tionsschwingung an die Valenzschwingung einer
X-H ... Wasserstoffbriickenbindung numerisch ge-
funden worden ®6. Abbildung 6 zeigt das Potential
und eine Eigenfunktion, bei der der deutlich das
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unterschiedliche Knotenmuster im Bereich der bei-
den Mulden zu erkennen ist.

Abb. 6. Zweidimensionales Potential @ und Eigenfunktion b
zum fiinftniedrigsten Energieeigenwert. Potential- und Eigen-
funktionshohenlinien in relativen Einheiten (sieche Anm. 36).

VII. Gekriimmter Reaktionsweg
A) Hamilton-Operator

Wie in Abschnitt V gehen wir von einem System
von [ relevanten Freiheitsgraden fiir die Kernbewe-
gung aus, fordern jedoch anstelle der Bedingung (i),
daf}

(i’) eine Umlagerung zwischen den méglichen
Isomeren entlang einer kreisformigen ,,Reaktions-
koordinate = R-¢® mit dem Kriimmungsradius R
stattfinden kann.

Die Bedingung (ii) mége weiterhin giiltig sein.
Dann 1idf3t sich auch hier das Potential fiir die Kern-
bewegung in der Form Gl. (6.4) angeben. Aus-
gehend von massengewichteten karthesischen Koor-
dinaten 2%, ...,27 moge ohne Einschrinkung der

f . 2
H=T +V,(x) +i.§1'h wé(x) (_ aaqi2+qi2>+

mit

h w,(2)

li = (da,/dx) /a, = R_fli
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Allgemeinheit der Reaktionsweg in der z!, 22-Ebene
liegen; d. h.:

2= (R —A4r)cos ¢,

22= (R—A4r)sing. (7.1)
Analog zu Gl. (6.6) fiihren wir generalisierte Koor-
dinaten ein:

q' = @ = arc cos {z1. (212 +-222) "1} ,
q2=a2~Ar=a2 {R— (212 +:1722)1/’} =
G =B (i=3,..., )

mit g;=a;(q!) (=2,...,])

‘ (7.2)

Fiir die Determinante des entsprechenden Transfor-
mationstensors g;; erhalten wir (Anhang C):

g=r2h® mit r=R—¢*/a,, h=]U2a1—1' (7.3)

Die kontravarianten Komponenten werden dann

(sieche Anhang C)
git=r2
gli'_:gil =_r_2i_'i qi(i=2, 3,y f)
g1=r2kiqg di-qg+a?d; (i,j>1). (7.4)
7; hat dabei analog zu Gl. (6.19) die Bedeutung

d d

_Zi= a,-_l- (7.5)

Mit Gl. (6.10) ergibt sich fiir den Hamilton-Opera-
tor des Systems:

Ho-ly ’_2{:;2 +2 3 7 aaqf d?zl
- Ez Sq; ¢ aaqi ‘ i,;=2/_l kg aaqi 4 aaqj}
55 (o o
+ hg)g a:ra?ﬂ +Vo(q") . (78]

Entwickeln wir 771 (g¢?) nach Potenzen von ¢*:
r71(¢*) =R7'(1+¢*/ R+ (¢*/az R)% +.. ),
(7.7)
dann ergibt sich, wenn wir statt der Winkelkoordi-

nate ¢! die Reaktionskoordinate z=R-g'=R-p
einfiihren:

= 3 = (g ,
3 @reng S 3( L)1)
(7.8)
(7.9)
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. R2 (232 1 dlnh Q@ 1 [dlnh o 1 d2lnh
sl T'=~- {“x‘-’ 2 dr Oz R( dx >+ 4 da? } (710
Nach Einfiihrung der Operatoren Z;, # ;" und A wird mit
R~ {[A,3/3x], + A2} h/*=2A(3/3z) +% (dInh/dx) A +3A4/3x 4 A2 (7.11)
aus Gl. (7.8):
[ haw(x) h? 9 A
=T’ S : 9 B — — R YA, A2
H T+V0(x)+i:_2 9 (24;41) 5 h { \, o A Ih
+ B0 T (RO 2D (4 4 £l £
1':0
© o o (Gt L) (LT + L) ,
+{ > g-lospjz V2 %) W 0T g gy 7.12
V%O/l=0 (a2R)1’+# ( )
Analog zu Gl. (6.27) erhalten wir, wenn wir im Hamilton-Operator Gl. (7.12) alle Terme mit
(ay R) ™1 (i>1) vernachlissigen
< h(l)i h2 ’: i &
Ho=~ (n|H|n) =T + V() + 2 2y @+l + o, 2 222 +ni+1), (7.13)

d. h. die Diagonaloperatoren sind formal identisch
mit denen bei gestrecktem Reaktionsweg. Entspre-
chendes gilt fiir die zugehorigen Eigenlosungen

Y& (z)
Yir(z) =h™" 0 (2) (7.14)

sowie die entsprechenden lokalisierten Zustinde.

B) Matrixelemente von ‘W, und W,

Die Matrixelemente von W, und W, sind formal
identisch mit den entsprechenden Ausdriicken Gln.
(6.35) und (6.38). Der im wesentlichen nicht-
diagonale Storoperator W ist nach Gl. (7.12) ge-
geben zu

Wa— B0 D]t arl+ 22 @ myr2ng, ) @R st

+ ﬁff (ayR) =2 (£,2— £, 1) — $h2(ay R) 2 ,5; byt ly)2 e (7.15)
Wegen .Gln. (B 1),.Anhang B, ha}t dieser Operator W {[ l . +A2}
auch mchtver’sdlwmdende Matflxelemt.:nte, wenn 2 (7.16)
T R =t + T 4
2 it b 7 o 0 Ot 71— e e it

auf den Fall (¢, R) !<<1, dann lassen sich die
letzten beiden Terme in Gl. (7.15) vernachlassigen
und wir erhalten

Energie des Systems entlang der Reaktionskoordi-
nate z. Fiir ny’ +-ny1 1 ergeben sich in dieser Nihe-
rung die gleichen Matrixelemente wie bei gestreck-

ter Reaktionskoordinate. Die anderen Elemente ergeben sich zu

+aR
(We) i1, =2 (ny+ 1) flgaz Ry~ o™t [ -k wp/d+ T*1 17

+aR

ny’t [ de(ay R) 7 7" [hoogfd+ T7) 3}

(7.17)

(We) 8240, =2
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VIII. Abschidtzung der Matrixelemente von 7//;
und M. fiir ein System mit zwei Freiheitsgraden

Bei gegebenem Potential 7 (z) entlang der Reak-
tionskoordinate «, gegebenem Kriimmungsradius R
und bekannten Schwingungsfrequenzen w;(z) las-
sen sich die Matrixelemente von /. und W ,
[Gln. (6.45), (6.46), (7.17)] direkt berechnen.
Voraussetzung hierfiir sind lediglich die Losungen
22" (x) und y;;" der Eigenwertgleichung zu den
Diagonaloperatoren H," bzw. Hp" [Gl. (6.31)].
Da diese Gleichungen zumeist geschlossen nicht 16s-
bar sind, ist man auf numerische Approximationen
angewiesen. Die numerischen Losungsverfahren fiir
Schrodinger-Gleichungen mit eindimensionalem Dop-
pelminimumpotential sind von einer Reihe von
Autoren beschrieben worden 339, Es soll hier nicht
darauf eingegangen werden.

Wir wollen im folgenden eine einfache Abschat-
zung der Matrixelemente von 74/, und T/, fiir einen

\—If)%

| = 2
W,=0, +ux

b. |
I

X

Abb. 7. Potential ¥ (z), lokalisierte Funktionen ¥ 3, and %t
sowie Schwingungsfrequenz w, als Funktion der Reaktions-
koordinate (siehe Abschnitt VIII).

(W sn. == 2% [+ 1) (na+ D) sl —a) [226) 5 +

(W1, = — 2% (ng+ 1) [dE i (£ —a) ?}R l
mit 23(&) =1 (dw,/dE) [, . (8.5)

Die Minima des Doppelminimumpotentials mégen
in generalisierten Koordinaten einen Abstand 2d
= b’ —a’ haben. Setzen wir die Kreisfrequenz

w5 (&) in etwa der Form (siehe Abb. 7)
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Spezialfall mit zwei Freiheitsgraden versuchen. Da-
bei kommt es uns vor allem darauf an, das Verhalt-
nis der Einflisse zu untersuchen, die durch den ge-
krimmten Reaktionsweg einerseits und durch die
variable Frequenz w;(z) andererseits gegeben sind.

Das Potential V' (2) moge in der in Abb. 7 skiz-
zierten Form gegeben sein, d.h. zwei durch eine
Potentialbarriere getrennte Mulden mit anndhernd
harmonischem Potentialverlauf enthalten. Die Kreis-
frequenz , der Schwingungen in Richtung der
Reaktionskoordinate moge in beiden Mulden gleich
sein. Unter der Annahme, daf} die Frequenz w,(x)
fiir die Schwingung senkrecht zur Reaktionskoordi-
nate eine langsam verdnderliche Funktion von z ist,
andert sich die Kriimmung des Potentials fiir kleine
Quantenzahlen n, im Bereich der Potentialmulden
kaum und die Einmuldenzustinde 77(x) und y,"
lassen sich durch Oszillator-Eigenfunktionen ap-
proximieren:

Yai (2) =~ ui(x —a) ,
(8.1)

Dabei ist n; die Eigenfunktion zum Oszillator der
Frequenz o, mit der Quantenzahl i und a, b sind
die Minima der Potentialmulden (a) und (b) (siche
Abb. 7). Fithren wir als generalisierte Reaktions-
koordinate

1vi () ~ uij(x—Db) .

§=a,r mit G‘:n:=((')a:/h)1/2
b =a,b (8.2)

ein, dann ergibt sich fiir die Matrixelemente von
We:

’
a =aza,

% ,
s B lue-me @9
R w, hCUI dz ’
Ty e | wED) (8.4)
0y (§) =y + 1 &2 (8.6)
an, dann ergibt sich fiir | u&?| < w, (8.7)
Ao () = pé (wo+ ué) 1 7\\5(/«‘/@0)5. (8.8)

Mit £ =2""(&+d/d&), L =27 (& -d/dE) (8.9)
wird aus Gl. (8.3)

h P 1 & ’ 2 4
(Woihon == 5  Lmat 1) (gt 1% T Juals—a) (62— £ uy (6~ ) e

ho,

y Lt 1) (np+2)1™

‘
4

o {UU=DT iz = [G+1) G+ 21" e}

(8.10)
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mit ]ij=}:i(§—a,)uj E-b)déE. (8.11)

Beschrinken wir uns auf den Fall i =j =0, dann er-
gibt sich nach Anhang D:
N hfwx wd?

(We) il om, [(ny+2) (ng+1)]1%e ¢,

(8.12)
Fir das Matrixelement Gl. (8.4) ergibt sich wegen
Ungleichung (8.8) mit

W =yt (1 + 3 1 8wy +. ..

% o

(8.13)

1/,
~= Wy

(WO 1 = — 2% (my + 1) (0 R) 1| "0
In Abb. 8 ist die Amplitude der Matrixelemente
(W.)}" gegen den Abstand der Minima d in gene-
ralisierten Einheiten aufgetragen. Die entsprechen-
den Werte wurden fiir verschieden starke Ankopp-
lung der Schwingungsfreiheitsgrade senkrecht zur
Reaktionskoordinate nach Gl. (8.12) und fiir unter-
schiedliche Kriimmungsradien der R der Reaktions-
koordinate nach Gl. (8.15) berechnet. Daneben fin-
den sich die Matrixelemente von W bei Erhaltung
der Schwingungsquantenzahlen fiir den Fall, daf}
sich das Potential im Bereich der Barriere durch
eine Parabel annihern 1afit (7 in Abb. 7a, Kurve 1

T
N

d
-2
10 = _.-/ =
E e 3
S :‘ / =3
L e
1y n'=n+1
4 /
[ 4 n'=n+2
w
[
oc
oc
:; n'=n
Z ,
! S| |
1.5 20 25 3.0 35
d [GE] —

Abb. 8. Matrixelemente des chemischen Transportoperators

W fiir ein System von zwei Freiheitsgraden in Abhingig-

keit von der Schwingungsankopplung und der Kriimmung

des Reaktionsweges (Erklirung der Symbolik siehe Text
Abschnitt VIII).

ho),
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(We) s = —2(ma+ 1) (a0 R) |* 20 1,
hw, .
) (2j+1)J;
Cho, .. .
Ty (GG=D)1"Tije

FLGHD) (G+2)1"i.2)- (8.14)

Fiir i = j = 0 gilt somit (siehe Anhang D)

d2—2) |e~?. (8.15)

in Abb. 8) und fiir den Fall, da} sich /' im Bereich
der Barriere aus den beiden Muldenparabeln zu-
sammensetzt (¥, in Abb. 7a, Kurve 2 in Abb. 8).
Es zeigt sich, dall die Matrixelemente zwischen Zu-
standen verschiedener Schwingungsquantenzahlen in
diesme Fall die gleiche Grioflenordnung erreichen
wie diejenigen zwischen Zustinden gleicher Schwin-
gungsquanten und somit die Schwingungsankopp-
lung an die Koordinate der intramolekularen Um-
lagerung schon in diesem einfachen Fall nicht mehr
vernachldssigt werden kann.

IX. Diskussion

In den voranstehenden Abschnitten wurde ein
Modell fiir die intramolekulare Umlagerung zwi-
schen zwei isomeren Strukturen A und B eines Mole-
kiils untersucht, bei dem sich die Isomerisations-
reaktion durch die Bewegung eines quantenmechani-
schen , Teilchens“ auf einer mehrdimensionalen
Energiehyperflache, die von einer begrenzten Zahl
innerer Koordinaten rp abhingig ist, beschreiben
1aft. Ausgehend von einem statistischen Modell, bei
dem angenommen wurde, daf} sich die Zustinde der-
jenigen Freiheitsgrade, die nicht explizit berticksich-
tigt wurden, durch eine stationdre kanonische Ge-
samtheit darstellen lassen, wurde eine Reaktions-
gleichung fiir den Ubergang zwischen den Isomeren
abgeleitet. Dabei wurde vorausgesetzt, daf} sich die
Kopplung zwischen den inneren Freiheitsgraden und
der Gesamtheit (Wirmebad) durch einen einfachen
Wechselwirkungsterm darstellen 1dft, der auf eine
extrem kurze Korrelationszeit fiihrt.

Es zeigt sich, daB die Umlagerungsgeschwindig-
keit stark davon abhingt, wie das System (sprich
quantenmechanisches ,,Teilchen®) zu einer gegebe-
nen Anfangszeit pripariert wird. Je nach Wahl der
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Anfangsbedingungen fiir den reduzierten Dichte-
operator, der die Zeitabhiangigkeit beschreibt, kann
das System etwa nur schwach geddampfte Oszillatio-
nen ausfiihren oder sich schnell exponentiell dem
Gleichgewichtszustand ndhern. Die Geschwindigkeits-
konstanten der gedimpften Bewegung und die Fre-
quenzen der Oszillationen ergeben sich als Real-
und Imaginirteil der Eigenwerte eines Reaktions-
tensors, der einerseits von der Ddmpfung, zum an-
deren von den Matrixelementen eines chemischen
Transportoperators W und eines physikalischen
Austauschoperators Wp in bezug auf die Basis der
lokalisierten Quantenzustinde der Isomeren ab-
hiangt. Durch Einfiihrung der adiabatischen Reak-
tionskoordinate und dazu senkrechter Schwingungs-
koordinaten konnte im Fall des gradlinigen und des
kreisformig gebogenen Reaktionswegs gezeigt wer-
den, daf} sich die fiir die Umlagerungsgeschwindig-
keit mafigeblichen Matrixelemente aus der Kenntnis
eindimensionaler Wellenfunktionen und allgemeiner
Auswahlregeln fiir die Schwingungsquanten bestim-
men lassen. Unter der Annahme, daf} die Bewegung
des Systems senkrecht zur Reaktionskoordinate in
erster Ndaherung harmonisch ist, die entsprechenden
jedoch Funktionen des
Reaktionswegs sind, konnen Matrixelemente von
We im Falle der ,,gradlinigen” Reaktion nur dann
wesentlich von Null verschieden sein, wenn sich die
beiden Isomeren
nicht oder in genau einer Schwingungsrichtung um
zwei Quanten unterscheiden.

Schwingungsfrequenzen

Schwingungsquantenzahlen bei

Bei kreisformiger Kriimmung des Reaktionsweges
zusitzlich nichtverschwindende Matrixele-
mente zwischen Zustinden mit einer Differenz der
Schwingungsquantenzahlen von eins auf. Die mit
den genannten Matrixelementen verbundenen Uber-
giinge zwischen den Isomeren konnen bei Anderung
der Schwingungsquantenzahlen die gleiche Grofien-
ordnung erreichen wie bei Schwingungserhaltung,
wie eine Abschitzung der Matrixelemente fiir ein
System mit zwei Freiheitsgraden zeigt (siehe Abbil-
dung 8). Diese Resonanz von Zustdnden verschiede-
ner Isomeren in unterschiedlichen Schwingungszu-
stinden wird durch numerische Rechnungen an zwei-
dimensionalen Systemen 36 bestitigt, wie das Bei-
spiel Abb. 6 zeigt. Deutlich ist das unterschiedliche
Knotenmuster der abgebildeten Eigenfunktion tiber
den Bereich der beiden Mulden zu erkennen.

treten

Beschriinken wir uns auf den Fall, wo die Reak-
tion von A nach B adiabatisch 4%, d. h. unter Erhal-
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tung der Schwingungsquantenzahlen n ablduft, dann
laft sich fiir diese Bewegung niherungsweise ein
eindimensionales effektives Potential 7" (z) ange-
ben.

Gehen wir davon aus, daf} die effektive Barriere
des Potentials V" (z) fir die Geschwindigkeit des
Systems in Richtung = bestimmend ist, und betrach-
ten den Fall, wo zwischen den Isomeren A und B
zwel Reaktionswege moglich sind, die ohne Bertick-
sichtigung der Schwingungsfreiheitsgrade gleichbe-
rechtigt sind, dann kann aufgrund des Potentialver-
laufs von J"*(x) im Bereich der Reaktionsbarrieren
vorausgesagt werden, welchen Reaktionsweg das
System bevorzugen wird. In Abb. 9 ist schematisch

c) | X —+

d)

A B

R A

Abb. 9. a) Potential fiir eine intramolekulare Umlagerung
iiber zwei mogliche Reaktionswege (schematisch) A, B: Po-
tentialminima der Mulden (A) und (B), SAB und Spa Sat-
telpunkte, z: geschlossene Reaktionskoordinate. b) Schnitt
durch Potential a entlang des Reaktionsweges. Die Energien
der Minima und Sattepunkte wurden jeweils gleich gewdhlt.
c) Variable Schwingungsfrequenz senkrecht zur Reaktions-
koordinate. d) Effektivpotentiale V% (z).
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der Verlauf eines Potentials wiedergegeben, bei dem
sich weder die Minima der Mulde (A) und (B)
noch die Sattelpunkte Syp und Spa entlang der bei-
den Reaktionswege untereinander energetisch unter-
scheiden (siehe Abb. 9b), die Schwingungsfrequen-
zen senkrecht zu @ jedoch fiir die Bereiche der Bar-
rieren voneinander abweichen (siche Abbildung 9c).
Obwohl energetisch gleichwertig, zeichnen sich die
beiden Reaktionsmoglichkeiten tiber Spp bzw. Sga
durch verschiedene ,,Breite“ der entsprechenden
Reaktionswege aus, wie deutlich aus dem Schicht-
liniendiagramm zu sehen ist. Das System wird sich
bevorzugt tiber den ,breiteren® Weg (Sps) bewe-
gen. Zum gleichen Ergebnis kommt man sofort bei
Betrachtung des effektiven Potentials 7" (x) (Abbil-
dung 9d). Hier sind nun die beiden Reaktionsméog-
lichkeiten energetisch je nach Schwingungsanregung
stark unterschiedlich. Ein Vergleich der Matrix-
elemente von W gibt die Moglichkeit, auch quan-
titative Aussagen iiber das Verhiltnis der Uber-
gangsraten zu machen.

Eine ,.Isomerisation®, bei der dieses Modell mog-
licherweise qualitativ angewendet werden kann, ist
die Umlagerung pentakoordinierter trigonal bipyra-
midaler Molekiile durch Pseudorotation bzw. Turn-
stile-Rotation (siehe IITa, IITh, Abbildung 1).
CNDO/2-Rechnungen ergeben fiir beide Umlage-
rungsprozesse vergleichbare Energiebarrieren, die
.Breite“ der Reaktionswege ist jedoch moglicher-
weise stark unterschiedlich 7, zumal, wenn man die
vier topologisch entarteten Reaktionswege fiir den
Turnstile-Prozel zusammenfafit. Eine endgiiltige
Klirung iiber den bevorzugten Mechanismus kann
sicher erst erfolgen, wenn genauere Angaben iiber
die Energiehyperfliche gemacht werden kénnen. Es
ist zu vermuten, dafll nichtadiabatische Effekte nicht
zu vernachléssigen sind.

Ahnlich wie in obengenanntem Beispiel liegen die
Verhiltnisse bei Molekiilen, bei denen sich die iso-
meren Spezies sowohl durch gehinderte Rotation als
auch durch Inversion ineinander umlagern kénnen 2.
Auch hier kann die Beriicksichtigung der Schwin-
gungsankopplung an die Koordinate der Reaktion
einen wesentlichen Einflull auf die effektive Reak-
tionsbarriere haben. So sollte man bei der gehinder-
ten Rotation von Amiden (Abb.1,V) eine Kopp-
lung der C-N-Valenzschwingung an die Rotations-
koordinate erwarten, da sich der Doppelbindungs-
charakter der entsprechenden Bereiche und damit

J. Brickmann

auch die Kraftkonstante der Schwingung in Abhin-
gigkeit vom Rotationswinkel &ndern. Rechnungen
an Formamid*' und anderen Systemen wie z. B.
BH; — NH; 2 (Abb. 1, VI) bestitigen diese Abhiin-
gigkeit. Fiir den .,Ubergangszustand“ bei der ge-
hinderten Rotation des Formamids wird eine we-
sentlich kleinere C-N-Bindungsordnung 7>#! und da-
mit geringere Kraftkonstante 43 festgestellt. Unter
der Annahme, daf} die Bewegung durch die Poten-
tialbarriere im Effektivpotential 7" (x) bestimmt
wird, kann somit durch Erhéhung der Schwingungs-
anregung der C-N-Valenzschwingung eine Erhéhung
der Geschwindigkeit der gehinderten Rotation indu-
ziert werden, weil die ,,effektive Potentialbarriere®
abgebaut wird. Eine wesentliche Rolle spielt die An-
kopplung von Schwingungsfreiheitsgraden an die
Koordinate innermolekularer Umlagerungen von
Protonen in Wasserstoffbriickenbindungen 11: 17 44,
Neben einer Anderung der Barrierenhihe im effek-
tiven Potential 7" (x) wird der Reaktionsweg stark
verformt, wodurch Ubergiinge zwischen Zustiinden
verschiedener Schwingungsquantenzahlen induziert
werden. In den Féllen der simultanen Protonen-
umlagerung im Dimer der Ameisensdure (Reaktion
VIIT) sowie der Protonenbewegung in der intra-
molekularen Wasserstoffbriicke des Malonaldehyds
(Reaktion VII) ist der Reaktionsweg z. B. s-formig
gebogen 1145, Die Umlagerung wird sehr stark
durch angeregte CO-Valenzschwingungen des Mole-
kiilgeriistes beeinflufit 1145, Das System wird quasi
durch die Energie des Molekiilgertistes angeschoben.

Herrn Prof. H. Zimmermann vom Institut fiir
Physikalische Chemie der Universitit Freiburg gilt
mein aufrichtiger Dank fiir viele anregende Ge-
spréche und die Durchsicht des Manuskripts; Herrn
Prof. G. L. Hofacker, Institut fiir Theoretische Che-
mie der TU Miinchen danke ich fiir eine Reihe kriti-
scher Diskussionen und Anregungen. Sehr verbun-
den bin ich auch Herrn Prof. D. J. Diestler, Purdue
University, West Lafayette (USA), und Herrn Dr.
P. Schuster, Lehrstuhl fiir Theoretische Chemie der
Universitit Wien fiir die Ubersendung von unver-
offentlichten Manuskripten. Der Deutschen For-
schungsgemeinschaft, Bonn-Bad Godesberg, danke
ich fiir eine Sachbeihilfe. Frau M. Scherer gilt mein
Dank fiir die Hilfe bei der Abfassung des Manu-
skripts, Frau I. Ziegert bin ich zu Dank verpflichtet
fiir die sorgfaltige Anfertigung der Zeichnungen.



Schwingungsfreiheitsgrade bei Isomerisationen

Anhang A: Transformationstensor gij
bei gradlinigem Reaktionsweg

Fir die kovarianten Komponenten g;; (6.11) er-

gibt sich mit Gln. (6.6 —6.7)

N (qi\2

gu=1+ 2 ( ) 2, (AL)
i=2\4j

gui=gn=—q¢ & X mit ixl, (A2)

gﬁ= ai'z mit i=.=1- (As)

Alle anderen Elemente verschwinden, d. h. g;; ist ein
Tensor, der nur in der Diagonalen und in der ersten
Zeile und Spalte Elemente aufweist, die ungleich
Null sind. Fiir die Determinante ¢ von g;; ergibt sich
bei Entwicklung nach der ersten Zeile
N

g=det(g;) =izlg“- Gt (A4)
mit dem zu g;; algebraischen Komplement G7. Die
in Gl. (A4) vorkommenden algebraischen Komple-
mente G ergeben sich nach Entwicklung der Deter-
minante zu

N
G = Hggii (AS)
]:

Damit ergibt sich nach Gl. (6.24)

A

f
Moy eusy n,) =%i§2;»i(£[2-£i+2)!n2, ...,n,) =%
— [ni(n; —1)1"|n,, ..

und

A2ln2,...

—[ni(ni—=1) (nj+2)n;+1) 1% | ny, ..

M~

27~i{[ni+ 1) (n;+2)1" |ng, ..

.,ni—2,...,nf)

ror )
s 1) =i_22 ljilj{[(ni%-l) (Pi+2) (nj+1) (n+2) 1" |ngy ooy mi+ 2,000, 0+ 2,
1=d ]=
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X i N N
Gli=(-1)%i+1g, _Ilgﬁ: — 1 Héq]‘j ,  (A6)
it iti
d. h. es gilt fiir die Determinante Gl. (A4):
N N N
g= 1172+ 20,7227 ¢”[[ 047"
ju2 j=2 E=2
N N
— 27428 ¢” [Tay™2 (A7)
=2 k=2
k+i
und damit
N
g= H? a;72. (A8)
f=

Die kontravarianten Komponenten g lassen sich
aus den ¢;; und den algebraischen Komplementen
G direkt bestimmen. Es gilt allgemein 38

g7=Glg.

Anhang B: Matrixelemente von A und A2

(A9)

Fiir die Operatoren 4;* und 4; gilt

ﬂi+[n2,...,ni,...,n,>=
(n,-+1)‘/=|n2,...,n¢+ I, ccostie) o
£i|n2,...,n¢,...,n,)= (Bl)

ni | ney cnoy =1y .0uymy) .

.,ni+2,...,n,)

(B2)

..,n,-)

.,ni—2,...,n,~+2,...,n,)

—-[(ni+1) (n,-+2)nj(n,—1)]1/’|n2, ...,n]‘+2, ...,n]-—2, ...,nf)

+ [ni(ni—l)nj(ni—l)]l”|n2, sy T2y wis ey n,~——2, . »

~’"i)}

4
+i'¥ozi2{[(ni+l) (ni+2) (nz+3) (ni+4‘)]‘hln2’ '--9ni+4‘3 -"anf>

—2m24+n+1)|nsy ey ny, ..

.,n,)
+ [ni(ni—1) (ni—2) (i —3)1" |ngy oo vy mi—4, ..

) (B3)

Aus den Gln. (B2) und (B3) sowie der Orthogonalititsrelation

’
es iy

<n2,.-.,ni,...,nf]n2’,.-

’
cey Ny > =6mn”,...,anfn/-

(B4)

lassen sich die Regeln fiir die Matrixelemente Gln. (6.40 —6.43) bestimmen.
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Anhang C: Transformationstensor
fiir kreisformige Reaktionskoordinaten

Nach GIn (7.1 und (7.2) ergibt sich unter Be-
riicksichtigung von Gl. (6.11)

g% (7;-)2
= -
911 P q

gu=giu=—-Lig a2 (i=2,...,/)

gu=0 2 (E=2,..:50)

Gie="0
Analog zu Anhang A findet man

sonst .

(C1)

: 1 f
g=det(g;;) = —E g1i Hogji +9u ﬂ2gjj
i=2 j=2 1=

Die kontravarianten Komponenten ergeben sich di-
rekt nach Gl. (6.12) zu

guzf‘z’
gli= iI:r—E?Eiqi (=2,3,..., )
gi=gli=r—27,¢7;¢q + a2dy (i,j>1). (C3)
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